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“内容 简介 
-0 


本 书 是 作者 多 年 来 在 Pontriagin 空间 上 算 子 理 
论 与 算 子 代数 方面 研究 工作 的 总 结 。 内容 包 括 : 
Pontrjagin 空间 及 其 上 算 子 理论 基础 、 算 子 代数 的 基 
本 概念 、 算 子 代数 的 对 称 理想 与 非 对 称 理想 、 算 子 代 
数 的 分 类 与 形式 、 算 子 代数 的 其 他 形式 及 弱 闭 、 一 致 
闭 等 价 条 件 、 算 子 代数 的 C*- 等 价 性 、 算 子 代数 的 导 E 
子 与 不 变 子 空间 、 算 子 代数 的 抽象 定义 、Pontrjagin 
空间 上 的 算 子 代数 理论 的 应 用 、 条 件 正 定 与 扩张 、 

Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 中 进一步 研究 的 公开 
问题 。 最 后 是 对 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 理论 
方面 研究 的 主要 文献 进行 评注 。 
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前 N 


AF CBU phi 2 Br Pe š AY OEE MS —.. 20 世纪 30 年 代 J. von Neumann 和 
F. Murray 创立 算 子 代数 理论 以 来 ,已 得 到 迅速 发 展 . 它 的 研究 不 仅 具 有 十 分 重要 的 理论 价 
值 ,而 且 具 有 广泛 的 应 用 前 景 . 目前 这 一 理论 已 成 为 现代 数学 的 热门 分 支 之 一 . 它 与 量子 力 
学 .宇宙 学 . 非 交 换 几 何 、 线 性 系统 .控制 论 甚至 数论 都 有 密切 联系 . 

经 典 的 算 子 代数 即 Hilbert 空间 上 的 算 子 代数 , 它 有 两 类 : 弱 闭 的 , 即 Von Neumann 代 
数 ; 一 致 团 的 , 即 C -代数 . 它们 都 是 自 伴 的 算 子 代数 . 1960 年 ,R. V. Kadison fil I. M. Singer 
提出 三 角 算 子 代数 ,J. R. Ringrose 提出 套 代 数 ,K.R. Davidsoon 总 结 前 人 工作 著 有 《 套 代 
数 》;1982 年 ,F. G. ilfeather 和 D. R. larson 引入 一 般 的 算 子 代数 VonNeumann 代数 中 
的 套子 代数 ;1964 年 ,M. A. Naimark 提出 了 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 . 

由 于 Pontrjagin 空间 是 不 定 度 规 空间 , 它 是 Hilbert 空间 的 推广 ,因此 Pontrjagin 空间 上 
的 算 子 代数 可 以 把 Hilbert 空间 上 的 算 子 代数 (Von Neumann 代 数 和 C"- 代 数 ) 作为 其 子 代 
Ж. 同时 ,该 代数 又 是 非 对 称 ( 非 自 伴 ) 的 .在 Pontrjagin 空间 的 正规 分 解 下 ,该 代数 又 是 一 个 
三 角 算 子 代数 ,并 且 含 有 套子 代数 . 这 就 是 说 ,Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 是 更 广泛 的 算 
子 代数 . 

事实 上 ,在 大 量 的 研究 中 发 现 ,Pontrjagin 空间 上 的 算 子 与 算 子 代数 中 问题 的 结论 与 
Hilbert 空间 上 的 情况 完全 不 同 . 例如 :Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 的 理想 一 般 不 对 称 
(Von Neumann 代数 和 C - 代数 的 理想 都 是 对 称 的 ); 其 上 的 导 子 未 必 是 内 的 (Von 
Neumann 代数 上 的 导 子 必 是 内 的 ) ;Pontrjagin 空间 上 算 子 的 P-F 定理 一 般 不 成 立 (Hilbert 
空间 上 算 子 的 P-F 定理 必 成 立 ); 该 代数 的 谱 空间 未 必 极 不 连通 (交换 Von Neumann 代数 的 
谱 空 间 都 是 极 不 连通 的 ). 这 也 说 明 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 的 研究 中 包含 了 全 新 的 内 
容 方法 .工具 和 新 结论 ,因而 更 具有 普遍 意义 . 这 就 如 同 从 整数 环 扩 展 到 有 理 数 域 的 过 程 中 
研究 除法 更 有 意义 ,从 有 理 数 域 扩展 到 实数 域 过 程 中 研究 无 理 数 更 有 意义 一 样 . 追求 一 般 化 
和 普遍 性 是 数学 基础 理论 研究 的 重要 目标 之 一 ,从 这 个 意义 上 讲 ,研究 Pontrjagin 空间 上 的 
算 子 代数 更 具有 一 般 性 和 普遍 意义 . 

Pontrjagin 空间 是 负 指 标 为 & 的 不 定 度 规 空间 . 不 定 度 规 空间 是 一 种 具有 明确 物理 背景 
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的 空间 ,该 种 空间 最 初 是 出 现在 P. A. M. Dirac 的 有 关 量 子 场 论 方面 的 文章 中 . 后 来 在 20 世 
纪 40 年 代 , 前 苏联 数学 家 Pontrjagin 从 力学 问题 研究 的 需要 中 首先 从 数学 上 讨论 不 定 度 规 
空间 及 其 上 的 算 子 理论 . 爱 因 斯 坦 的 相对 论 中 “时 一 空 ”的 空间 其 实 就 是 负 指 标 为 1 的 四 维 
不 定 度 规 空间 , 即 四 维 的 I] 空间 . 

有 关 不 定 度 规 空间 上 的 几何 理论 及 算 子 理论 虽然 远 不 像 Hilbert 空间 中 的 相应 理论 那 
样 丰 富 完善 ,但 也 取得 很 多 比较 成 熟 的 理论 . 这 些 内 容 可 在 J. Bognar B # € Indefinite inner 
product spaces》(Berlin :Springer-Verlag,1974) 和 夏 道 行 、 严 绍 宗 先 生 所 著 《 线 性 算 子 谱 理 
论 下 兴 北 京 : 科 学 出 版 社 ,1987) 中 找到 . 

Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 是 量子 场 论 研究 的 有 力 工 具 , 它 的 研究 始 于 20 世纪 60 年 
ARH. 首先 研究 的 是 数学 家 M. A. Naimark 和 R. S. Ismagilov ,以 及 后 来 的 V. S. Shulman, 
E. V. Kissin, A. I. Loginov, V. I. Liberzon 等 学 者 . 我国 的 学 者 夏 道 行 、 严 绍 宗 、 童 裕 孙 教授 
等 对 此 也 作出 了 系列 研究 .前 人 研究 的 主要 是 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 理论 以 及 没有 零 性 
不 变 子 空间 的 算 子 代数 和 交换 的 算 子 代数 . 

从 现 有 文献 看 ,Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 的 研究 大 致 有 以 下 几 种 途径 : 

1. 通过 空间 分 解 来 研究 具有 某 些 特性 的 代数 的 结构 ,如 研究 交换 对 称 的 算 子 代数 , 研 
究 非 退化 (包括 不 可 约 ) 的 算 子 代数 等 (以 M. A. Naimark,R. S. Ismagilov, V. S. Shulman, 
V. І. Liberzon 等 为 代表 ) ; 

2. 以 导 子 和 表示 为 工具 来 研究 算 子 代数 的 结构 (以 V. 5. Shulman.E. V. Kissin 等 为 代 
K); 

з. AAR KRI ARETA OET РЕ IR). 

由 于 Pontrjagin 空间 与 Hilbert 空间 的 本 质 区 别 之 一 是 它 有 零 性 子 空 间 , 因 此 该 空间 上 
有 和 零 性 不 变 子 空间 的 算 子 代数 ,更 具有 一 般 性 . 事实 上 ,没有 零 性 不 变 子 空间 的 算 子 代数 在 
弱 闭 和 一 致 闭 的 情况 下 分 别 与 Hilbert 空间 上 的 Von Neumann 代数 和 C”- 代数 相 联 系 . 而 
有 和 零 性 不 变 子 空间 的 算 子 代数 ,其 性 质 与 传统 的 Von Neumann 代数 和 C* -代数 就 大 不 相同 
了 ,如 前 所 述 , 它 具 有 全 新 的 性 质 . 然而 关于 这 种 一 般 算 子 代 数 的 研究 却 很 少 . Pontrjagin 空 
间 上 算 子 代数 的 许多 深刻 问题 还 有 待 进一步 研究 . 最 近 三 十 多 年 ,Pontrjagin 空间 上 有 有 零 性 
不 变 子 空间 的 算 子 代数 的 研究 一 直 进 展 缓慢 . 目前 ,在 国内 外 尚未 见 到 专门 系统 论述 
Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 的 专著 .本 书 就 是 研究 这 种 有 零 性 不 变 子 空间 的 算 子 代数 ( 称 之 
为 一 般 算 子 代数 ) 的 分 类 ,形式 以 及 相关 性 质 及 应 用 . 

著者 在 多 年 Pontrjagin 空间 上 算 子 理论 与 算 子 代数 方面 研究 工作 总 结 的 基础 上 形成 这 
一 部 专著 《Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 》 内 容 包括 :Pontrjagin 空间 及 其 上 算 子 理论 基础 ， 
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算 子 代数 的 基本 概念 , 算 子 代数 的 对 称 理想 与 非 对 称 理想 , 算 子 代数 的 分 类 与 形式 , 算 子 代 
数 的 其 他 形式 及 弱 闭 ,一致 团 等 价 条 件 , 算 子 代 数 的 C' - 等 价 性 , 算 子 代数 的 导 子 与 不 变 子 
空间 , 算 子 代数 的 抽象 定义 ,Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 理论 的 应 用 ,条 件 正定 与 扩张 ， 
Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 中 进一步 研究 的 公开 问题 . 本 书 最 后 是 对 Pontrjagin 空间 上 的 
算 子 代数 理论 方面 研究 的 主要 文献 进行 评注 . 

本 书 可 供 大 学 数学 ,物理 ,力学 专业 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 及 数学 研究 工作 者 阅读 和 参 
%. 阅读 本 书 需 要 具有 泛 函 分 析 、 抽 象 代数 .拓扑 线性 空间 的 基础 知识 , 同时 还 要 了 解 
Pontrjagin 空间 的 结构 ,不定 度 规 空间 上 的 算 子 理论 以 及 Hilbert 空间 上 经 典 算 子 代数 的 基 
本 理论 . 

在 本 书 的 写作 和 出 版 过 程 中 ,得 到 出 版 社 有 关 专 家 和 编辑 老师 的 关心 和 大 力 支持 ,在 此 
一 并 表示 衷心 感谢 ! 

书 中 不 妥 之 处 ,恳请 同行 和 读者 批评 指正 . 


杨 海 涛 
2013 年 8 月 
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Ш Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


$ 1. 1 Pontrjagin 空间 及 其 算 子 基本 概念 


本 节 我 们 介绍 Pontrjagin Z l| ||, HRA SEF SM LEMAR. UR z E] EH 
算 子 的 有 关 性 质 . 


定义 1.1 令 [[ 是 一 个 复 向 量 空间 ,[.,，] 是 上 [XxX][ 上 的 函数 , 称 ([|,[，,*]) 是 一 个 不 
定 度 规 空间 ,如 果 下 列 条 件 成 立 : 

(1)[x,y] = [y r] WHER x,y € TI. 

(2)Lax 十 By ,zj = aLx,zj 十 BLy,zj 对 任意 w,8E C,z,y,z Є ||. 

(3) 对 任意 y € [wRr y] = 0. + = 0. 

这 里 的 [。,，] 称 为 不 定 度 规 ,或 不 定 内 积 . 

对 一 个 向 量 zE RE] 0, 则 称 之 为 零 性 向 量 . 由 零 性 向 量 构 成 的 子 空间 称 为 
零 性 子 空间 . 类 似 地 可 以 定义 正 子 空间 、 负 子 空间 和 半 正 子 空间 (Lx,yj >> 0)、 半 负 子 空间 
(| | <0). 

定义 1.2 SIL. р 是 一 个 不 定 度 规 空间 . 如 果 [[ 存 在 一 个 正 子 空间 H, 和 一 个 
负 子 空间 H 满足 

I] = HOH, 
If CH. Le. eD 关于 内 积 [.,*] 是 一 个 Hilbert 2 [8], (H_,—[-, -]) 关于 内 积 一 [.,.] 
也 是 一 个 Hilbert 25 [8], HPL. оС, aE A EAA H, 与 昌 上 的 限制 .此 时 
PRCT. Le. -D 是 一 个 完备 的 不 定 度 规 空间 . 这 里 的 分 解 称 为 完备 的 不 定 度 规 空间 [[ 的 正则 
分 解 . 

定义 1.3 令 ([|,L:,…]) 是 一 个 复 的 不 定 内 积 空 间 ,P 是 [| 的 正 子 空间 ,N 是 可 的 负 子 

空间 ,Z 与 Z” 是 [[ 的 两 个 零 性 子 空间 . 如 果 [[ 有 分 解 : 
TI = мФ (Z+ Z' )@ P, 
这 里 运算 “四 ”是 指 相应 于 内 积 [.,，] 的 直 交 和 ,而 运算 “十 ”是 指 线性 和 , 则 称 此 分 解 为 空间 
[1 的 正规 分 解 . 
定义 1.4 ”一 个 复 的 不 定 度 规 空间 称 为 是 Pontrjagin 空间 ,如 果 在 正则 分 解 
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Il=H,@H 


中 ,有 是 有 限 维 的 . 对 于 Pontrjagin 空间 , 当 dimH = k < œ 时 , 称 之 为 [| 空间 . 
Sle, .是 [空间 上 的 不 定 内 积 . 而 [人 空间 上 的 函数 (.,。): 


(х,у) = [х+,у+]— [х-›,у-], 
其 中 


x= z+ х,у = y+ + y- , 


х= х += ‚у = у' +y 


Aj E MI Ar fE g i tJ SK Се, +) 是 由 正则 分 解 诱导 出 的 正定 内 积 . ||, 空间 上 算 子 A Ж 
FARE AA SEER FAY 定义 如 下 : 


[Ах,у] = LaA* y],z,y € Ihe 
MAF A KP IRE AMMAR SA ж УШК: 
(Ar,y) = (x,A’ у), х,у € The. 
度 规 算 子 是 指 算 子 
于 一 有 一 下 


EP, 是 [| SAMBA, 上 的 投影 ,P_ 二 1 一 Pi. 于 是 有 


HIL 空间 上 任意 算 子 A 有 


Š 1.2 算 子 代数 的 基本 概念 


本 节 介 绍 [ 空间 上 算 子 代数 的 有 关 概 念 ,包括 : 算 子 代数 、 子 代数 、 非 退化 代数 和 一 般 
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算 子 代数 等 . 


[Le 空间 上 的 范 数 是 按 正定 内 积 (.，.) 确定 的 范 数 . BOL) EIL 空间 上 所 有 有 界线 
性 算 子 的 集合 ,.4 是 BOL) WERK. 

定义 1.5” 称 算 子 代数 .4 是 对 称 的 ,如 果 对 任意 的 AE.4, 有 A*E.4; 称 .A 是 非 退 化 
的 ,如 果 .4 没 有 零 性 不 变 子 空间 ;而 称 .A 是 一 般 的 算 子 代数 ,如 果 .A 有 和 零 性 不 变 子 空间 . 

一 个 算 子 代数 .4 是 闭 的 ,是 指 .4 按 算 子 范 数 是 闭 的 . 而 算 子 范 数 是 按 正定 内 积 (.，.) 
诱导 的 范 数 确定 . 

iT]. 空间 的 正规 分 解 如 下 : 


П. =(Z@H)+Z", 
这 里 
Н = МФР = (Z+Z' H, 
(Z+ Z°) Æ Z+ Z° 关于 内 积 [。,*] MAR AM dimz < k, HEM dimZ < k. MR Z 
的 维 数 是 &, 则 N = 0, H. H = P ARL., +] 是 一 个 Hilbert 空间 .进而 ,可 以 通过 适当 


选取 零 性 子 空间 Z° ,使 得 Z 与 Z” 有 相同 维 数 且 按 下 述 意 义 构 成 偶 对 . 即 存在 Z 和 2 的 基 
(zi = 1.250052} 5 (y i 二 1,2,…,L) ,满足 下 列 条 件 : 


[zi y; ] = 005,253 = leeds 


这 里 /是 Z 的 维 数 . 容易 看 出 Z,Z` 与 H #HXE TEV: , -) 是 相互 直 交 的 . f 
& A fe Le 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 , 则 .4 有 零 性 不 变 子 空间 . 令 Z 是 .4 的 维 数 最 大 
的 零 性 不 变 子 空间 ,并 设 dimz = A. 本 书 中 考虑 的 就 是 这 样 的 算 子 代数 ， 


81.3 JVN- {UBS IC’ - 代数 


本 节 介 绍 Pontrjagin 空 间 上 JVN- 代 数 与 JC -代数 的 概念 ,以 及 非 退 化 JVN- 代 数 在 本 
等 价 意义 下 的 结构 . 


Pontrjagin 空 间 [| EWA FARR A BA ЖЕ JC -代数 ,如 果 ,A 是 一 致 闭 的 , 即 按 算 子 范 


数 确定 的 拓扑 是 闭 的 ,并 且 是 对 称 的 , 即 着 A © .4, 则 A" € A; 而 称 .A 是 JVN- 代数 ,如 果 
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.4 是 弱 闭 的 , 即 按 弱 算 子 拓扑 是 闭 的 ,并 且 是 对 称 的 . 
非 退 化 JVN- 代数 .4 本 等 价 于 基本 非 退 化 代数 的 直 和 ，, 即 酉 等 价 于 下 列 代数 : 


W: вә" вн". 
ZEW’ А Von Neumann 代数,B 12° ||, BAIL 上 所 有 有 界线 性 算 子 
全 体 构 成 的 代数 的 nn 次 直 和 ,而 B D” H 
{А Ф (Т AT)” | A Є BCH),T* Т =— 1), 
Атна НЕ, ВОН) 是 互 上 有 界线 性 算 子 全 体 ,TE ВОН). 以 上 m,n,r 都 是 


非 负 整数 . 
这 一 结果 在 Š 1.7 中 还 会 详细 描述 . 


51.4 一般 算 子 代数 


本 节 首 先 给 出 [ 空间 上 一 般 对 称 算 子 代 数 的 简约 ,然后 介绍 [Ti 空间 上 一 般 算 子 代 数 
的 分 类 概念 和 各 类 (六 类 ) 算 子 代数 的 形式 .这 一 分 类 称 为 Shulman 2 2. 
& Alh 空间 上 一 般 对 称 算 子 代 数 ,Z 是 .4 的 最 大 零 性 不 变 子 空间 ,Z* 是 Z 的 对 偶 ， 
则 我 们 有 1] 空间 的 正规 分 解 
Ik = (Z@ Н +z". 
4 dimZ = k < kW H the]. 型 的 .我 们 取 H 的 一 个 正则 分 解 互 = H + H_ ,相应 
的 度 规 算 子 为 : 


I, 
Jn = | |. 
= J. 


REL 是 H, 上 的 单位 算 子 . 令 


I, 


8 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


这 里 1 与 1 分别 是 Z 和 2Z* 上 的 单位 算 子 . | 互 | 是 相应 于 度 规 算 子 Jr 的 Hilbert 空间 . 则 
J AJ 是 [1 型 空间 


П. = (Zz@ |H|)+ Z° 


上 一 般 的 对 称 算 子 代数 ,并 且 J AJ 的 最 大 零 性 不 变 子 空间 维 数 为 &. 因此 不 妨 假设 [1 
空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 .4 的 最 大 零 性 不 变 子 空间 维 数 为 A. 

Pontrjagin 空间 是 有 明确 物理 背景 的 空间 . Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 的 研究 是 由 
М. A. Naimark 引入 的 , 后 来 研究 该 代数 的 学 者 有 К. 5. Ismagilov, У. S. Shulman, V. I. 
Liberzon, A. I. Loginov, Е. V. Kissin, Daoxing Xia,Shaozong Yan, Yusun Tong 等 . 一 般 来 
说 研究 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 有 下 列 三 种 方法 : 

1. 通过 对 Pontrjagin 空间 进行 分 解 来 研究 算 子 代数 的 性 质 

2. 通过 研究 算 子 代数 的 导 子 来 研究 算 子 代数 的 性 质 . 

З. 用 谱 函 数 方法 研究 算 子 代数 的 性 质 . 

Pontrjagin 空间 与 Hilbert 空间 是 有 本 质 区 别 的 ,所 以 Pontrjagin 空间 上 的 一 般 算 子 代 
数 , 即 有 零 性 不 变 子 空间 的 算 子 代数 不 同 于 Hilbert 空间 上 的 算 子 代数 . Pontrjagin 空间 上 
一 般 对 称 算 子 代数 的 研究 进展 比较 缓慢 . 

Pontrjagin 空间 上 一 般 算 子 代数 的 分 类 问题 首先 由 M. A. Naimark 引入 ,他 研究 的 是 考 
虑 交换 对 称 的 算 子 代数 的 分 类 问题 ,而 Shulman 是 研究 指标 为 1 的 Pontrjagin 4 fa] ||, 上 一 
致 闭 的 一 般 对 称 算 子 代数 的 分 类 问题 ,并 给 出 各 类 算 子 代数 的 一 般 形式 . 

由 于 | 空间 与 Hilbert 空间 的 区 别 之 一 是 它 有 零 性 子 空间 ,因此 [1] 空间 上 的 一 般 算 子 
代数 更 具有 一 般 性 . 然而 关于 一 般 算 子 代数 的 研究 却 很 少 . Shulman (ХН f ||, 空间 上 一 
般 对 称 算 子 代数 的 分 类 概念 ,并 给 出 每 类 代数 的 一 般 形 式 . 

S Alh 空间 上 的 一 般 对 称 算 子 代数 ,Z 是 .4 的 零 性 不 变 子 空间 , 则 Z 的 维 数 是 1. 对 
AEA RACA) 是 代数 .A 的 特征 泛 函 , 即 满 足 Ar = A(A)x,x 是 非 正 向 量 ,A。 是 其 核 . 

S H = Z N Z, WW p:Z' —~ Н п H PAAR 


[р(х),р(у) | = (z=,y),z=,y € ZŁ, 
对 任意 A € .4 定义 有 界线 性 算 子 信 为 ` 
A(p(x)) = plAr). 


映射 А—— A 的 核 记 为 kerA ,该 映射 的 象 记 为 А. 
定义 1.6 ||, 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 分 为 以 下 六 类 ，: 


第 一 章 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 的 基本 概念 与 进展 Wi 


(1) .4 是 第 0 类 的 , 若 kerA = {0}; 

(2) ARB І 类 的 , 若 {0) A kerA CA; 

(3) .A 是 第 H. 类 的 , 若 kerA Z {0} = A [| kerA = A; [| kerA; 

(4) .A 是 第 [[, 类 的 ,车 {0) Z A, N kerA = Aç N kerA Z kerA; 

(5) .A 是 第 Ш. KN. А» N kerS Z Aç П kerA ,kerA N A, N Ас = (0); 
(6) AB Ш, KW. A N kerA Z Aç П kerA ,kerA N A, N Ас = (0). 
定理 1.1 || 空间 上 一 般 对称 算 子 代 数 分 为 六 类 ,各 类 代数 的 形式 如 下 : 


(1)0 类 : 


其 中 万 是 互 上 的 单位 算 子 , 且 In ¢ Z. Zk 日 上 的 算 子 代数 . 
(2) Mas Me M, 和 于 ,类 算 子 代数 分 别 是 : 


А 
Aly + М 


О: 
А 


i | 
M ACCME И >; 
| 
| A yOE t | 
4 M 7 Co = :A 1 C C.M < U yz ER ; 
| ; | 
À 
M :A € C,M € U ; 
“ | 
A yE t | 
| M пб = AswsteE CME i 
H 


RE R j H 的 对 UY 不 变 的 子 空间 , 且 In € Z. 


Ш Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


(3) 1 2: 
À (q(M` ) + y+ Pu) @ ë t | 
| Aly + M т © (q(M) + z+ u) At €C CME d yss € К,и € D . 
) | 


其 中 In € VY,q 是 VM 到 日 的 拟 向 量 , 即 满足 
q(AB) = Aq(B). 


R £ H ФАЖР). HX ЖАН Р А]. D B: Ker AO 中 直 交 于 R 的 线性 流 形 ,P 是 
D LXMAHR FT. H P = Ip. 

由 于 上 述 分 类 定义 方法 直接 依赖 于 [由 空间 的 特性 , 且 定 义 本 身 过 于 复杂 ,不 易 推 广 ， 
因此 1 空间 上 一 般 对 称 算 子 代 数 的 分 类 问题 的 研究 ,虽然 至 今 已 有 三 十 多 年 ,但 一 直 进 
展 缓慢 . 


Š 1.5 交换 代数 的 结构 


KEMAL 空间 上 交换 对 称 的 算 子 代数 的 结构 ,该 结果 属于 Naimark. 因此 这 种 结构 
也 称 为 Naimark 结构 . 


SAEI 空间 上 一 个 交换 对 称 的 算 子 代数 ,]]: 空间 有 下 列 分 解 
П, = (Z+2Z*)®@HO@I, 
其 中 Z 是 .A 的 零 性 不 变 子 空间 ,Z" E5 Z ЛИ A AE 25 [н]. H E HS [в], || FETE sk HA 
或 [| 型 空间 . 
Z= > Di， 


5759 Æ Z, Ю.А € AJH 


— 


2 一 1 六 3 
“ 

Ах» == SA САЎ: 
х=] 


Уи l = 1,6,3) = 1,…,g 是 Z* 的 基 , 并 且 
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(xy oy) = OyOu h € Hox € II. 
Az, = >) Apt Alans 
Аһ = У)", 27 CORD 十 Ai 
Ar = Уу Daley HoT ха + Aar; 


q x S r m 
= Ў У 网 > * * 
Ауу = =й = 1 Vilys T ps + МЕТ À jt Y jn + h; + Ли. 


А, EA ‚А; EA sA ‚АЉ ATE H + TIE KI BR fl s ajs E 4 EW BUA RA (А) 与 
z (A) 是 .A 上 分 别 取 值 于 H 和 1[[ 的 向 量 值 函数 ,并 且 满 足下 列 对 应 关系 : 


g= {Ajis "их shj ‚Ху ‚А, ‚А; } ’ 
ё = E = {A jis а shi ‚лу ‚Ау ‚А; k. 


定义 1.7 满足 上 述 关系 的 & 的 集合 称 为 一 个 流 形 ,并 记 为 己 . 
定理 1.2 |], 空间 上 交换 对 称 的 算 子 代数 .4 是 由 一 个 流 形 己 通过 上 述 四 个 公式 实现 
的 .反之 ,满足 该 组 公式 的 流 形 吕 ,也 确定 1] 空间 上 一 个 交换 对 称 的 算 子 代数 . 


$1.6 投影 VN 化 与 C* 化 结构 


Ж Л ALL, 空间 上 JVN- 代 数 与 JC -代数 的 投影 VN 化 与 C" 化 的 结构 . 这些 结 果 属 
于 童 裕 孙 先生 . 


设 .和 是 空间 [L 上 的 交换 对 称 的 JVN- 代数 ,Q 是 .A4 上 非 零 可 乘 线 性 泛 函 全 体 ,简称 为 
.A 的 谱 空间 . Q FW 拓扑 是 一 个 紧 Hausdorff 空间 . 

定义 1.8 KARA]. 上 的 JVN- 代数 ,下 是 定义 于 .4 上 的 泛 函 ,如 果 存 在 [L: 上 的 
非 零 非 正 元 xo ,使 得 对 一 切 A € AIA Ах, 二 F(A)zo, 则 称 下 是 .A 的 临界 泛 函 . 

引 理 1.1 空间 | 上 交换 对 称 的 JVN- 代数 .4 必 存 在 临界 泛 函 ,临界 泛 函 必 属 于 谱 空 
їн] Q ,而 且 临 界 泛 郴 的 个 数 不 超 过 4. 

定义 1.9 WARS], 上 的 交换 对 称 的 JVN- 代数 ,下 是 .4 的 临界 泛 函 ,如 果 


BW Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


r(A) = {x | VA Є 4,4n=n(A),3 (А F(A)D"x = 0} 

是 空间 由 中 的 非 退 化 子 空间 , 则 称 下 是 非 退化 的 临界 泛 函 ;否则 , 称 Е EB (E 3 lü FR YZ eR. 

定理 1.3 设 .4 是 空间 [|: 上 的 交换 对 称 的 JVN- 代数 ,下 是 .4 的 唯一 临界 泛 函 ,Oi 是 
下 的 任 一 邻 域 , 则 存在 下 的 邻 域 O € O ,和 投影 算 子 P € .4, 使 (1 一 P) [li 按 [.,*] 成 为 
Hilbert 空间 , 4 (I 一 P) 为 交换 Von Neumann 代数 ,而 且 当 /EO 时 .有 /(P)=0. 

定理 1.4 RAAI 空间 上 的 交换 的 JVN- 代 数 , 谱 空间 为 Q,F 是 .4 的 唯一 临界 
Z PABA 

(1) 存在 定义 于 Q 的 某 个 子 集 族 上 的 集 函 数 ， 对 Q 中 闭 包 不 含 下 的 任何 Borel 4 Ov 
H Q 上 的 有 限 正 则 Borel 测度 ,而 且 СОО) = L (0Q,v); 

(2) WR 下 是 非 退 化 的 ,那么 v 可 以 延 拓 为 定义 于 О 中 一 切 Borel 集 上 的 有 限 测度 ; 

(3) 如 果 存 在 下 的 邻 域 基 ({O,), 使 得 

lim v(Q\O,) = оо, 


那么 下 必 是 退化 的 临界 泛 顶 ， 
定理 1.5 KAR HL. 空间 上 的 交换 的 JVN- 代数 ,下 是 .如 的 临界 泛 函 ,1A,)} 是 0 
中 包含 下 的 一 列 单调 下 降 Borel 集 组 成 的 邻 域 基 . 那么 下 是 非 退 化 临界 泛 函 的 充 要 条 件 是 


s= lim ECA,) 


存在 . 
定理 1.6 KARIL 空间 上 的 交换 的 JC -代数 ,FF 是 .4 的 唯一 临界 泛 函 , 则 对 下 的 任 
О= П ОСЕ,А, е), 


存在 投影 算 子 PE A fh ACU —P) E Hilbert 空间 (CT 一 P) IC р) 上 的 交换 C*- 
代数 ,而 且 对 任何 x E€ A, 有 
сбх оь) = (f(x) |f € А\О). 


$ 1.7 非 退化 代数 的 结构 


же, 空间 上 非 退 化 JVN- 代 数 的 有 关 结 果 . 这 种 结果 属于 Liberzon. 因此 非 退 化 
10 
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JVN- 代数 的 这 种 结构 也 称 为 Liberzon 结构 . 
设 BL) lh 空间 上 有 界线 形 算 子 全 体 .TE BCI.) ,tiT KRT WARTS [Н] £ 
(W.E € latT ,Te 表示 了 在 子 空间 正 上 的 限制 , 令 
(T = {A | A € В,АТ = ТА). 
对 EN 定义 To” € BAL) 为 
T” (Өл) = Ta.. 
55 ж ВО.) 的 子 集 , 并 且 
БЕЗ = reslatT ,8 = fires T, 
S = {T° | TE Shin € N), 
Se = (Tie | ТЄ SKE © lats). 
定理 1.7 WR SÆ ВС.) 的 非 退 化 对 称 子 代数 , 则 5°? 也 是 非 退 化 的 . 
定理 1.8 ШЖ 是 非 退 化 对 称 代数 , 则 
5: = {A | A € S,AEs = A), 
XPS 是 代数 S 的 弱 闭 包 ,Es 是 代数 S 在 S 的 值 域 上 的 投影 . 
推论 1 弱 闭 的 非 退 化 对 称 代数 在 不 变 子 空间 上 的 限制 是 弱 闭 的 . 


推论 2 I|, 空间 上 弱 闭 非 退 化 的 对 称 算 子 代数 在 ВС) hgg. 
定理 1.9 SS ||, 上 的 非 退 化 对 称 算 子 代数 ,R 是 它 的 左 理想 ,如 果 
A, € S.KerR C KerA, 
ДА, € R°. 
推论 3 WAR ||, 上 的 非 退化 对 称 算 子 代数 ,R 是 它 的 弱 闭 理想 , 则 
R={A|A€S,AM=0}, 
这 里 М = KerR. 
推论 4 如 果 S 是 [1 上 的 非 退化 对 称 算 子 代 数 ,U 是 它 的 弱 闭 子 代数 ,R 是 S 中 的 双 侧 


理想 , 则 R 十 U 在 S 中 是 弱 闭 的 . 
11 
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定理 1.10 FSH] 上 的 非 退 化 弱 闭 对 称 算 子 代数 ,并 且 
E € latS,R(E) = {A | A € 5,А = 0},Ё = KerR(E),E = ЕЁ, 
5 = 5: @ Sie. 
定理 1.11 任何 一 个 非 退 化 的 弱 闭 算 子 代数 本 等 价 于 某 些 基本 非 退化 代数 的 直 和 . 
其 中 基本 非 退 化 代数 是 指 下 列 三 种 代数 : 
CDW - 代数 . 
(2) REBT” RER I >On € N. 
(3) 代数 B (Hy ,其 中 互 是 有 限 维 空间 ,~,m € N, 称 之 为 奇异 的 . 
B (Hyt = (At @ CT AT)™ | A e BCH),T* T =— I, T). 
定理 1.12 含 单 位 元 的 非 退 化 JVN- 代数 .4 必 是 自 反 的 , 即 


=(AIAEBGOD)aiAC latB}. 


Š 1.8 稠密 性 定理 与 约 化 代数 


本 节 介绍 [| 空间 上 的 约 化 代数 与 稠密 性 定理 ,这 些 结果 属于 童 裕 孙 先生 . 

定义 1. 10 ” 称 一 个 算 子 代数 是 完全 非 退 化 的 ,如 果 它 所 包含 的 自 共 思 算 子 的 特征 子 空 
间 均 非 退 化 . 

定理 1.13 含 单 位 元 的 完全 非 退 化 JVN- 代数 是 由 它 所 包含 的 投影 算 子 生成 的 . 

定义 1.11 设 .4 是 含 单位 元 的 弱 闭 代数 , 当 AE lat A,A Є lat A" ,其 中 

A’ = АС" |CE A}, 

则 称 .4 为 约 化 代数 . 

定理 1.14 设 .4 是 非 退 化 的 约 化 代数 ,并 且 与 .4 可 交换 所 有 闭 的 稠 定 线 性 算 子 均 有 
界 , 则 .4 不 存在 无 穷 多 个 相互 直 交 的 约 化 子 空间 . 

定理 1.15 设 .4A 是非 退化 的 约 化 代数 ,并 且 .4 的 每 个 稠 定 算 子 均 有 界 , 则 ,A CCA Y. 


定理 1.16 设 .A 是非 退 化 的 约 化 代数 ,并 且 .4 的 每 个 秽 定 算 子 均 有 界 , 则 .A 是 JVN- 
12 


第 一 章 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 的 基本 概念 与 进展 Ш 


代数 . 

定义 1.12 ЖОЖ, 空间 上 一 族 有 界线 性 算 子 ,L EL 的 闭 线形 子 空间 . ШШ Ж L 和 
L 都 是 Q@ 中 所 有 算 子 的 不 变 子 空间 , 则 称 工 是 Q 的 广义 约 化 子 空间 . 如 果 除去 平凡 的 子 空 
іо, П, 外 ,再 没有 广义 约 化 子 空间 , 则 称 Q 是 广义 不 可 约 的 . 

定理 1.17 ”假设 [| 空间 是 可 析 的 ,那么 广义 不 可 约 的 算 子 全 体 在 BL) 中 按 算 子 范 
数 稠密 , 即 在 正则 分 解 [[ = H_ H, 产生 得 范 数 下 稠密 , 即 对 任何 CE ВО) se > 0, E 
在 广义 不 可 约 算 子 C, ВС C, | < e. 

定理 1.18 ||, 空间 上 广义 不 可 约 的 JVN- 代数 必 是 B(TL ). 

推论 5 ”生成 JVN- ВО 的 算 子 全 体 在 ВО) 中 按 算 子 范 数 稠密 . 

SARIL 空间 上 一 个 算 子 代数 , 且 


A= {A|AE 4,0(A* AD CClzl|<)}, 


HARRA Й. 
定理 1.19 令 .4 是 | 空间 上 一 个 范 数 闭 对 称 算 子 代数 ， 


M = A.TE LoT'T)C (一 1,1)， 
WwW TE CAD. 


定理 1.20 SAEI 空间 上 一 个 范 数 闭 的 对 称 算 子 代数 , AT = A WCA 5 
M.. | 


81.9 二 次 交换 性 


本 节 介绍 ]] 空间 上 算 子 与 算 子 代数 的 交换 性 结果 . 这 些 结果 属于 童 裕 孙 先生 . 


前 边 的 定理 1. 8 说明 对 于 ]l 空间 上 非 退化 的 弱 闭 算 子 代数 二 次 交换 定理 在 一 定 条 件 - 
下 成 立 .但 对 几 空间 上 一 般 的 算 子 代数 有 下 列 结 论 . 
定理 1.21 WRA ,A s A, Elh 空间 上 有 限 个 可 交换 的 拟 寡 零 自 共 斩 算 子 , .A 是 
由 A,,A,，…,A。 及 工 生成 的 弱 闭 代数 , 则 有 .4 = A". 
13 
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定义 1.13 WA I, ZEE AHMAT A Eo (AD CORT). 如 果 相 应 Ao 的 根子 空间 
D, (A) PRA SHE Il at ABA PR A 是 A 的 广义 临界 点 . 

定理 1.22 RAA An Elh SALARAK A EH. 如 果 相 应 于 它们 
的 广义 临界 点 的 根子 空间 都 是 非 退 化 的 ,那么 由 它们 生成 的 弱 闭 代数 .4 = A. 


了 人 THARA JC- 
pL sins ал 


HAT | re 


8 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


§ 2.1 П, 空间 上 的 一 组 算 子 代 数 


本 节 给 出 一 组 Shulman 意义 下 的 六 类 算 子 代数 .在 后 面 的 章节 中 还 会 讨论 并 利用 这 组 
代数 的 形式 . 
C 表示 复数 集 ,M 表示 C LW kX k BRE. Ç 
Y = (yrr yz y) Z = (2255,26), 
将 有 限 秩 算 子 


(у, Qe + x; @ e +. + y, @Q е), 


(ет Meter + = +e; Qz) 


分 别 用 Y@ € Aly OZER. 
(1) & Z E: Hilbert 空间 H EWA * - 代数 ,六 是 囊 上 的 单位 算 子 ,并 且 L, Z. 
置 


tl, 
tl, + M 


ce -| 
tl, 


t E C, HMAT І, € M,,M € 2 


(2) &@ Ж Hilbert 空间 H ЮЖ х -代数 ,In BH EWMMAF HAI ED, 
qi: U 一 > Н.Ж Я, Ніле: 


qi (AB) = Aq;(B),A,B Є Z. 


SR ЖН PHZ ABW FAR; А5 Ро Z), D: 直 交 于 R;,P; ЖАЙТ, Н 
足 P; = Tp, ,这 里 Tp, жр, 上 的 单位 算 子 ,i = 1,2,… ,kk. 设 


R= R XR, х... X Ris 


Q=q Xq Х + Хд, 
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P = P, X P; X == >x Pys 
D = D, XD, XW X D, , 
Me ZAZ,M = M X M X --- X Mk EF), 


M* = МХМ XX… X M* (kE). 


置 
tl, (Q(M*)+Y+ Pu) @ ë Т 
CY -QR D, P) = tly, +M 7 (Q(M) + Z+u) 
tl, 


t€ C,I, € Mi ,是 单位 和 矩阵 ,TE M ME ,YZ € R.,u € р} 


(3) SY È Hilbert 空间 H LAF x - 代数 ,1s BH 上 的 单位 算 子 ,Tr Є 2. FSI 
R, CH. BY REFI MLR = R, X R, X X R,. | 


置 
A 
COS) = M AEM. MEZ >; 
A 
A YWE T 
С* КФ @ ,R) = M 7®Z\|:A,TEM ME ZY. ZER; 
A 
i | 
CCW) = M :ATEM ME Yes 
. | 
A YWE T 
CH, RY = M 102 :A,T,TE MME YY,ZER . 


r 


CCZ ) CCR ,0.Р.,р,Р),С“‹ 26 ),C2( 2и R), CCZ ),C%( Ф.Ю) 分 别 是 
Pontrjagin 空间 [[, 上 Shulmann 意义 的 第 0, I, Mas Ms, Ш, M H, 类 的 一 组 一 般 对 称 算 子 
17 
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代数 . 

定义 2.1 “qj Hilbert ZH H LEF * -RAZ AH ЈЕВ, ЯР M, € 
ПСОЙ Т) МЕСТ M € LD. # q EX Be (ЕЙ ЯЯ ЖК) 闭 的 ,如 果 qCM,) 和 
q(M; ) 分 别 收敛 于 gCM) All gM ). 


$ 2. 2 对 称 理想 与 非 对 称 理想 


ATH ||, 空间 上 JC*- 代 数 的 一 系列 对 称 理想 和 非 对称 理 想 . 这些 理想 在 下 一 章 []. 
空间 上 算 子 代数 的 分 类 中 将 会 用 到 . 

Hilbert 空间 上 C* - 代数 的 理想 都 是 对 称 的 ,但 对 JC*- 代数 来 说 这 一 结论 一 般 不 再 成 
立 , 但 有 下 面 的 结果 . 

引 理 2.1 ||, 空间 上 Shulmann 意义 的 一 组 JC*- 代数 的 理想 有 下 列 一 些 类 型 : 


Al, | 
(1) М = Aly + М A € C,M € h>; 
i | 
| 
44% = M :ME h 
' | 
:T € M,,M € i 


M | :TE M,.M € Zh Y.Z € R(Q(M) , D) 


| 
| 


(3) М = 


| 

| 
„ы 

loo 

a 

m 


[мем 
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A 
М = M :A € Mi ME AM . 
A 
(4) АЛ» = Mis 
= М2 з 
A Y@é T 
5з = M 7 @ Z :A € MI .T € MME h:Y;ZER е 
Л 
(5) Mi = М з 
A 
Mi= M :A € M; ,V € M; ME 2 (5 
у 
Л 
Мз = + M :A € MMe Zñ r; 
0 
0 
Nis = M ТЄ M; ,M € ¿ñ > 
үу 
(6) М = NM; 
»= Aez; 
Ма = Ма з 
Л 
Ма = + M :A € M; ,V € MiM € CU 
° | 
A Y@ë T 
Afs = M 102 :AGCM.TEM.ME L,Y; ZER ; 
0 
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0 Y@ée T 
| M 7?@ Z|: € М ТЄ M,,M € LNY,ZERP 
WV 


EPL EY 的 理想 , Mi o ATSC ANE AAR. HAAG: М Ns ,与 -ss 四 类 
理想 是 非 对 称 的 ,其 余 理想 都 是 对 称 的 . 
证 明 Mis s Mis s Af; ,与 As 非 对 称 性 的 证 明 是 相似 的 ,只 就 .4 来 证 明 . < 


A YQE T 
A= M 7@Z|, 
0 
W 
0 ZE Т: 
А* = ЈА‘ Ј = M 7@YIE Ms» 
At 
FR VA ATs ABET ЖК]. 
第 1 BIC -代数 中 型 如 
0 QM) OE 0 
M 7 @ QM) 
0 
All 
0 Риё 0 
М n&u 
0 
算 子 的 # 共 轿 算 子 分 别 是 
0 QM OE 0 0 QM OE 0 
M: 7 ӨМ) |= M* 7 & ӨМ) 
0 0 
All 
0 u@é 0 0 P(Pu)@é 0 
M’ 7@ Vu | = M: 7 Vu |, 
0 0 
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其 他 情况 的 验证 是 类 似 的 . 所 以 除了 .A$ s Ad... Mis ,与 -44 四 类 理想 外 其 余 理想 都 是 
对 称 的 . 

定理 2.1 对 [空间 上 一 般 JC" - 代数 ,下 列 结论 成 立 : 

(1) HOLL „ж H, ЈС" -代数 的 理想 都 是 对 称 的 . 

(2) 第 Ш, BIC’ - 代数 中 只 有 .A 与 Asi 两 类 理想 是 非 对 称 的 . 

(3) 第 Ш. KIC’ - 代数 中 只 有 .ATs; 与 .MNss 两 类 理想 是 非 对 称 的 . 

证 明 由 引 理 2.1 5749. 


§2.3 гй) 905 9 


Жш], ZAL- REFRA P 3 T Жл 5 3 + B 38 3 38 ЯЙ # 28. 这 些 表示 
的 方法 是 贯穿 本 书 的 运算 工具 . 


现在 假设 J[: 空间 有 下 列 正 规 分 解 : 
Ik =(Z@®H)+2Z', 


这 里 dimZ = k, H Æ Hilbert 25 H], Z" 是 Z 的 对 偶 , 令 {el ,es，… ,ei) 是 Z 的 直 交 基 ,{e? ,ef ， 
ек) JE: Z° WAZA, HH (er ‚е "зер } Bile ez 9° ek) 构成 偶 对 . 正规 分 解 相应 的 度 
规 算 子 为 


Ji 
J = I ， 
Ja 
HPJ 与 Js 满足 : 
Jie? = eJ e = ef i= 1,2,.,k. 
于 是 有 下 列 结果 : 
定理 2.2 CARL 空间 上 的 一 般 对 称 算 子 代 数 ,并 且 相 应 于 |]: 的 正规 分 解 有 
An Aw Аз 
A= An Аз|Є A, 
As 
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则 
(1)A = Aa (4, ),А; = [Ae; e} ],i,j = 1,2,°.,k; 
(2)Азз = ГАС), = [ Ae; se; |+, = 1,2,°*°,k; 


(3) Aj, == ТАЧ» Wi 3 == [ Ае; se; ],%›] = 1L,25° ks 


k 
(4)A， = > Ja (A) Q) e,,a, (A) = PA ` e, = А е; i == 1,2,°°, 
i=l 


k 
(5) Ags = уе б) ВСА), ВСА) = PAe; == Aner ‚7 == 1,2, 
i=l 


(6)А» = PAP | ,表示 为 Ap; 


k 
ГА (uy) PRA Qe: Ti ti) 
i=l 
(7)A# == =: s 
Ap Se @ a, (A) 
i=] 
АД (Ay) 


这 里 Al A 及 An Æ k Xk EE, PEH Б. 
证 明 (1) ~ (6) 的 证 明 是 容易 的 ,从 略 . 现 证 (7). 
若 


k 
Any) Ja (A) е Tali) 
i=] 
A= k 
An Se? ОВСА) |. 
i=} 
Ta Cluy) 
则 
Аа) 
k 
a de: @ ai (A) A} 
k 


9 


Ja Tx быз YRA Wer Га) 


i=l 


22 


At 


ж-ж ” 算 子 代数 的 对 称 理想 与 非 对 称 理想 Ш 


JA*J 
Aa у) 
| ý Ye ata A; ; ‘i 
fa TT DRA) Bet Габар? Js 


k 
DTG) PBLA Wer J PAG) r 
i=] 1 


k 

У)е @ a, (А) IA; 
fx) Js 
Js Aa hi) 


k 
JiT'AG)J, J. ЎЈАСАУ ФӘ I IiIsTa GIs 
isi 


k 
ГА 1 Уе @ а(А)Ј, 
i=1 
JaA ADJ, 


k 


Jm DIBA б Ле JiJj TAG;)J, 


i=] 


Ap > JJ; е; @ a CA) 


i= 


k 
1 
ЈУДА (А, )J; 


£ 


ГА (0) DRA е, Ta бы) 
i=l 
k 
Ap De @ а (А) р 
i=1 
Ai Az) 
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§ 2. 4 两 个 理想 


AYO HTL 空间 上 一 般 算 子 代 数 的 两 类 理想 LA ПЛО У Ле Н. 这 两 类 理想 在 
一 般 算 子 代 数 的 分 类 中 起 到 关键 作用 ,在 第 三 章 中 将 用 到 . 


在 讨论 退化 JC* - 代数 理想 之 前 , 先 给 出 一 般 对 称 算 子 代数 的 一 种 分 解 及 有 关 记 号 . 
A ||, 空间 上 的 退化 对 称 算 子 代数 , 即 .A 有 零 性 不 变 子 空间 . 令 Z 是 .4 的 维 数 最 
大 的 零 性 不 变 子 空间 ,由 .A 的 对 称 性 知 Z 的 直 交 补 Z+ 也 是 .4 的 不 变 子 空间 . 记 


Z= L,L1= Z',H=(Z+Z')>1, 
则 得 到 空间 ]] 的 正规 分 解 
П, =(Z@®H)+Z', 


相应 的 度 规 算 子 为 


J; 
其 中 了 为 H 上 的 单位 算 子 , 且 有 

Jf =JasJids = 1,J3J = 1z:. 
并 且 对 任意 算 子 XE .A ,有 下 述 分 解 


Xi X, X; 
X = X, Х|. 
X33 


Ae = (X, |X € A) PÆL 到 HH 上 的 直 交 投影 , 则 由 Z 是 .A 的 维 数 最 大 的 零 性 
不 变 子 空间 知 .A，, 是 日 上 的 对 称 的 非 退化 算 子 代数 . 令 


A= (X | X€ А,Х» = 0), 
24 
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Nh={X |X © А.Х. = X, = 0}, 
Л = (X| X€ A,Xn = 0), 
Л = (X| X€ А.Х = 0), 
则 显然 有 
мс №, ANE N NIN Л M. 


1. AA) AGH A 
S H 32—71 Hilbert 空间 , 现 重新 定义 H 上 的 线性 运算 和 内 积 如 下 : 
ax = ах,а € C,z € H, 
f (х,у) = (x,y). 
则 容易 验证 H Ri AR РЕЗА AY ЖШ. ДЕ— A Hilbert [Н] ,i2 ЖН. MAE MASH 的 
直 交 和 如 下 : 
HOH ={y®r] yE H.z € Н}, 
容易 验证 H @ H He F ЯНЕ АШ Hilbert 空间 ， 
b(y © z) + c(s ©) = by + €s) Ф (= + ct), 
(УФ 2,502) = (s,y) + (xz,t), 
y's Є H,z,t Є H,b,c € C. 
在 空间 HO 末 上 定义 算 子 T:y z z Oy MA, 
IYA s BD = (105 © @,у Oz). 


少 


н? = HX Hx -- x H, 
H? = Hx Hx -- x H, 
T = TXIxX XT, 


对 任意 AE 4,A——-YO@OZ#ABA” OH 上 的 映射 .反之 ,对 任意 
25 
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定义 映射 下 如 下 : 


这 里 


这 里 


Y@ze H° QH”, 


Y = (у, ,У2 `" у)» 


Z= (жү ,Zz s*"*. Zk) 


F:Y@Z— 


k 
YWE= Утуе: 
i=l 


Y == (у ,У2 setes yk) € = (e, ‚е EC) 


k 
102 = Уе Q zis 
i=l 


y = (er ‚е „ее y) Z = (21 yo °°" Zi). 


# D J: H 的 线性 子 空间 ,V 是 D E dJktiazk EP Т, AWE: 


V°z= zx € D. 


MJ V 的 图 {Vz @ z | = € D) E H @ H PMI REPA [В]. 

引 理 2.2 (1)F(Y 2)* = F(Z 四 Y), 并 且 下 是 有 界线 性 映射 . 

D 车 及 = R, X R, X … X R, BH” HEE MWR OR = (YG Z | Y,Z € R) 
EH” Ф Н“ 中 对 To 不 变 的 . 

DEH. OH? 的 子 空间 7 对 算 子 了 fo ЖЛЕ, MF AVY B 28 2F AFI” 也 是 
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不 变 的 . 


(4) H? OH”? 的 子 空间 7 对 了 2 是 不 变 的 , 当 且 仅 当 存在 子 空间 RECH” 及 DCR1， 


IR D EWEPRHEA f PLA Pr = r,r С Р 使 得 
V=(R@R)@({(Pr@zx|zxE D). 


证 明 C) 由 下 的 定义 和 定理 2.2(7) 直接 计算 得 到 . 

(2) НГ 的 定义 即 得 . 

(3) MI 的 定义 可 得 . 

(4) 不 失 一 般 性 ,假设 k= 1. V ЖН @ НТ A BJ 25 [Н]. А 


R={rE H|0@=<= € V), 
J| R @ R C V. = 
D=(=€R!| 3g € R! 3(g,x) € V). 


Xf x Є Dz 81982 e R+ ,使 得 (Cg 9X) L (22 sT) Є У, (g, == £2 30) Є У, ВТ (О, g 
Є У. РЕ g, — g E R, WE g = g2. 所 以 映射 


P:D—~D,P(x2) = g,(g,z=) € V 
是 有 定义 的 . 因为 
A(g,z) = (Ng àr), POr) = Ах, 
所 以 P 39025, AA 
(Pr,x2) Є Viz € Р, 
(КОК) Ф (Рл Фе | Є р) C v. 
WveEeVCH@H.A 
v= (nore) Ф (21522), 
(rior) EROR, 
并 且 
(21.22) € REOR. 


因为 (zi +22) EV,r € D,A x, = Р(х), FRA 


— g2) 
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У= (ЕФЕ Ф (Рл @< | < € D). 
反之 ,如 果 
V=(R@R)@ (Pr O< | z € D), 
因为 
(х,Рх) = (Р(Рх),Р(х)) € V,<x € D, 


所 以 V 是 对 了 不 变 的 . 


定理 2.3 SARIL 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 . 若 .An -AZ 和 {10}, 则 存在 对 I Ж 
AS HOF 23 la] € H? Q H” 满足 : 
ANN = FV)+ 7, 


0 0 T 
0 0 
0 


这 里 .7 = , 工 属于 &XA 和 抢 阵 代数 ,7 如 同 引 理 2. 2(4) ,及 和 人 及 上 + 上 是 对 x - BF 


代数 .4 多 不 变 的 . 
证 明 + 
V ={YO®ZIY®ZE Н” @ H° ,FIY@Z) € ANN At}. 
H AZ N -4 入 的 对 称 性 和 引 理 2. 201), IV ЄН OH” 是 对 1% 不 变 的 . VERS DEk B| 


理 2.2(4) 产生 的 . 
注意 到 


0 Yi WE 
0 10 2 
0 


А 
0 7 Z; 
0 


0 0 
о Q 


XE T E: k Xk. 由 的 定义 有 
AMN Л = Е(р›+ 7. 


ЖАЄ 4.ҮФ2Є DV, 则 由 定理 2.2(7) 和 直接 计算 ,有 
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A An As1f0 Y@E 
AF(Y © 2) = A, Ae 0 1® Z 
Е 0 
0 AYOS) T 
= 0 A,(n® 2) 
0 


= Е(А'?Ү @АФ?2)-+,7(Т), 


因此 
FIAT®Y @ АЎ?7) € ANN M.. 
&Y =0,Z € RM 
ЕОФА?2) € ANN At. 

由 引 理 2.2(4) A APZ € 及 ,所 以 及 对 A ЖЛЕ. НА 是 * -代数 ,所 以 及 + 对 A 
也 是 不 变 的 . 

2. -4 的 结构 

S H #—* Hilbert 空间 ,ZL 是 互 上 的 算 子 代数 ,g ÆA BH 的 线性 映射 , 称 g 是 一 个 
拟 向 量 , 如 果 

q(AB) = Aq(B), 


对 任意 A,B € H. 
定理 2.4 SARIL 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 , 设 A= ANN ALS (0). MAL= 
A 十 UY (Q), HHL/(Q) 是 下 列 元 的 集 


n 
0 DaB) Qe 0 
i=1 
k БД 
В Уе Ф 9: (В) 
i=1 
0 


这 里 B € A ,9 是 算 子 代数 UY 到 及 + 的 拟 向 量 . 
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BB Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 
证 明 ”由 定理 2. 3 ,存在 子 空间 7 , 令 y+ BVH” Ф Н PHF MAC AL, 
S Y, © Z, 是 相应 于 A 的 元 , 且 
Үл Ф 24 =(P(A) 四 PCA)) 四 (四 2)， 

ik HYG@ Z€ V, P, CA) УР, CA) АҮ 5 Z, EH” 5H” 上 的 投影 . P, CA) 5 P, CA) 
是 由 А» 唯一 定义 的 . 令 

В = F(Y@Z)+T(A),A’ = A— B, 
W B € AA € M.H 

Y, @ Z, = P, (A) © P,(A) € У!. 


另 一 方面 ,由 定理 2. 2 知 P, ERREK , P, 是 线性 的 . 拟 向 量 定义 的 条 件 是 成 立 的 ， 
ЖН P;(A) = P, СА“). 
现在 令 
О = а X q; X ‘Хх дь, 


QCA) = Р, (А) є VHA H°”, 


MW FY,’ ФА) € Z/ (Q), Alt, ALC Z/ (Q) + A. 
反之 ,我 位 有 A= ANN AAC At. UQ) C AZCQ). 因 此 CCQ) AC At. 
PLL, AL = (Q) + A. 


$ 2.5 JVN- 代数 与 JC*- 代数 的 理想 


本 节 证 明 [[ 空间 上 非 退 化 的 JVN- 代数 与 非 退 化 的 JC* -代数 都 是 对 称 的 . 


通常 的 C -代数 , 即 Hilbert 空间 上 的 一 致 闭 算 子 代数 , 它 的 任意 理想 都 是 对 称 的 . 
Pontrjagin 空间 上 的 JC*- 代数 的 理想 一 般 不 是 对 称 的 .本 节 讨 论 算 子 代数 理想 的 对 称 性 条 
件 问 题 . 证 明了 非 退 化 的 JC* -代数 和 非 退化 的 JVN- 代数 的 理想 必 是 对 称 的 . 

定理 2.5 (1) 设 .Z 是 非 退 化 JVN- 代数 .4 的 理想 , 则 AY 是 对 称 的 . 


(2) i M 是非 退 化 的 JC* - 代数 .4 的 理想 , 则 .AY 是 对 称 的 . 
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证 明 (1) 根据 定理 1.11 的 结论 ,A 西 等 价 于 基本 非 退 化 代数 的 直 和 , 即 西 等 价 于 下 
列 代数 : 


Ww во" @ B (Hy%”, 


ZEW’ 是 一 个 具体 的 Von Neumann 代数 ,B (||, )” E ||, 型 空间 1|, 上 所 有 有 界线 性 算 子 
全 体 构 成 的 代数 的 nn 次 直 和 ,而 B (H) Ж 


(А Ф (ТАТ) | A € BCH),T*T =— 1), 


非 负 整数 . BA 是 .A 的 理想 , 则 .AY 是 .A 的 子 代数 ,从 而 有 下 述 分 解 


M = -LA ALG Л. 


并 且 不 难 验证 ,这 里 的 .LA ,AZY ,A 分 别 是 代数 W" BOLO? 5 ВОН) 中 的 理想 ( 它 
们 当中 可 能 有 平凡 的 理想 ). 对 任意 A € ME 


А = A, © А, @A,,A, € MG = 1,2,3), 
并 且 
А“ = A; Ф А; Ф А; G = 12535; 


其 中 Ат ,A2 5 А; 分 别 表 示 ALA, УА, ЖКУ" ,В Цо SBC” Pees 
+f GX BSE 1 = ^ x ”不 作 区 别 , 下 同 ). 如 果 能 证 明 A; Є M G =1,2,3), BARA A 
€ AA ,也 就 证 明 AN1 是 .A 中 的 对 称 理想 了 . 

为 了 叙述 方便 ,不妨 设 m = п = r = 1,3F H. 


A ж W ФВ) Ф В (Hy: D 


对 此 来 证 明 А; € M,G = 1,2,3). 

首先 ,由 W’ -REE C -RAR C* - 代数 理想 的 对 称 性 即 知 A”E AGG = 1,2,3). Ж 
次 , 设 空间 [1 中 算 子 A 关于 不 定 内 积 […，*] SEPA A* ,而 关于 正定 内 积 (*,，*) HFN 
A’ ,相应 的 度 规 算 子 为 了, 且 用 | dD | 表示 [1 IC, +) 所 成 的 Hilbert 空间 , 则 作为 算 子 
集合 有 BIL) = B | По 1. нЕ Во 5 BC IL D 上 的 一 致 拓扑 相同 ,因此 ,车 .AN 是 
BAID 的 理想 , 则 .4 也 是 BC| Tl |) 的 理想 . H С” - 代数 理想 的 对 称 性 知 .ANp 关 于 共 思 运算 
“x ”是 对 称 的 , 即 若 A, € AZ, WW A? € An. FERS Є В), Реж 
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Mi Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


А? = JA} J € Л. 


所 以 .4 入 作为 BALO 的 理想 也 是 对 称 的 . 
最 后 来 证 明 , 若 A, € AGM А; Є AG. H 


B(H)> = (АФТ'АТ | A € B(H),T' T =— 1}, 
HAL 有 分 解 -NA 一 MaD Mas B 
Mn = (A, | A, € BCH)»A € A), 
Ма= (T'A,T | A, € BCH),T* T =— 1). 
其 中 A ERRE. AAG BCA) WBE WAL 5 Abo ВК BC H) 与 
(ТАТ |A € B(H),T*T =- 1} 


的 理想 .同上 述 ВО) P AS Mt PRE UE — FFG «As, € -LA WAL € -Ai 现在 
Ay E AL, NWA A, € BCH),A € A, Ù А» = Т’ А,Т. FFA 


(A, | A, € BCH).A € A} 
是 BCH) WRAAE AN. m А» = T'AT. #8 7 € BCH) 便 知 A; € Mo. FRA 
A; = Ax © As € AL Asi € М, G = 1,2), 
则 有 
A; = А; © A; € Mh, 


即 .4A 也 是 对 称 的 . 综 上 (1) 得 证 . 
(2) 用 A" 表示 .A 的 弱 闭 包 , A" 显然 是 非 退 化 的 代数 . 设 TE AY WWE T, Є A ,使 


Т, 一 ~T. 即 对 任意 х,у € IL ,有 
(T,=,y) — (Тх,у), (п — оо), 
从 而 有 
(х, Ty y) — (х, Т" y),(n— œ). 


所 以 T 一 >T* .由 于 .A 是 对 称 的 ,有 T; € A. AET є А“. 于 是 .4 是 非 退 化 的 


JVN- 代数 . 由 (1) 如 果 能 够 证 明 .4Z 是 .人 的 理想 , 则 .4Z 就 是 对 称 的 . 
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Fm BEA AZ 是 A" 的 理想 .对 任意 A Є Л.Н 


(Т,х,у) = (Tx,y),(n—> оо) 
(Т„Ах,у) — (ТАх,у), (п — оо) 


(АТ „х ,у) = (Т,х,А* у) —» (Тх,А* у) = (АТх, у), (п — оо), 


对 任意 xz,y € ||, 成 立 . 所 以 


TA —+ TA AT, — = AT. 


而 .4Z 是 .4 的 理想 ,有 TA,AT,E .4. 所 以 TA,ATE AL (ATW), AZ 是 一 
致 闭 的 ,从 而 是 强 闭 的 . 又 因为 理想 .4Z 必 是 凸 集 ,所 以 -= AZ. РЖ TA ,AT € M.X 
就 证 明了 .AY 也 是 A* 的 理想 .于 是 (2) 得 证 . 


Š 2.6 算 子 代数 理想 对 称 性 的 条 件 


本 节 首 先 给 出 [1 空间 上 一 般 对称 算 子 代数 的 对 称 理想 与 非 对 称 理想 ,然后 给 出 两 个 
有 关 理 想 对 称 性 的 例子 . 


文献 [53j] 证 明了 当 JC"*- 代 数理 想 中 元 素 相应 于 零 的 特征 子 空间 非 退 化 ,而 且 零 不 是 该 
理想 中 自 伴 元 的 非 完全 正则 临界 点 时 ,该 理想 必 对 称 . 这 里 对 一 般 的 JC*- 代数 给 出 了 两 种 
对 称 的 理想 和 两 种 非 对 称 的 理想 . 最 后 通过 构造 两 个 例子 说 明了 文献 [53] 中 给 出 的 JC*- 代 
数理 想 对 称 性 的 条 件 不 是 必要 的 条 件 . 

这 里 的 理想 均 指 一 致 闭 的 双 侧 理想 . 

定理 2.6 若 ,A 是 一 般 的 JC"- 代数, 则 

(1) AGG = 1,2) 是 .4 的 对 称 理想 . 

(2) ETE XEM ÈN) A Xa #0 Xa Z 0) , WW AA RAL) 是 .A4 的 非 对 称 理 
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证 明 ”通过 直接 计算 易 知道 ALY (i = 1,2) 是 .A 的 代数 (不 考虑 拓扑 ) 双 侧 理想 .下 面 
KBE AGG = 1,2) 是 一 致 闭 的 . 设 .4 中 的 算 子 列 

Хү Xk Xi 

X, Xz 

X33 


一 致 收敛 于 


则 由 
IX I< IXIG.j = 1,2,3.i<), 
知 X; — BURMA X (2,7 = 1,2,3. <j). WER X, € Mi, HX, — 5AF X. AW XY 


二 0(n 二 1,2,…), 所 以 Xs = 0. FÆ X € AA. Bl AZ E: — kB]. [E)E n] ИЕ AA E: A 
的 . BA wH AMCG = 1,2) 是 对 称 的 . 设 X, € MGi = 1,2), 


Xf = JX J 
Ji Xi X: Xi) Ji 
= I 0 Xa I 
J: X33 J; 
JX; J, J X; Jı XJ 
= 0 Xr J, ; 
J,XnJ, 
X = JX; J 
Ji 0 Xe Xr)” Ji 
== 1 X22 X23 I 
Js 0 Ja 
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0 JX; JX iJi 
Xz Xr, J| 
0 


9 


Fp“ +" E: APRFKFAEAR MH MAR.“ < ” RKP EECA AH ASR. 所 以 
X, € Мб = 1,2). 

(2) 与 (1) 的 证 明 类 似 ,可 以 说 明 Ni(i = 1,2) 是 .4 的 理想 ,其 非 对 称 性 是 显然 . 

推论 1 设 .A 是 一 般 的 JC*- 代数 ,LA ,Ni(i,ji = 1,2) 的 意义 同上 . 则 

(1) ANN AL 是 .A 的 对 称 理想 . 

(2) 在 定理 2. 6(2) WREEF AAN AGG = 1,2) 是 .A 的 非 对 称 理想 . 

(3) ALN AGG = 1,2) 是 .A 的 对 称 理想 . 

证 明 由 定理 2.6 立 得 . 

注 : 对 于 具体 的 JC" - К, ЖЕЛИ, Л С.) = 1,2) 可 能 是 平凡 的 . 

例 2.1 在 [空间 上 的 JC -代数 .4 中 ， 

(1) 若 .4 是 第 0 类 的 , 则 .MA= (0), AZ Л .= UM UEC - 代数. 

(2) 若 .4 是 第 工 类 的 , 则 .MA = ANN At. M= N= M.. 

DEAR H. XW, WA AHFC АЛ = M= M= U ,UM 是 C"- 代数 . 

(4) 若 .4 是 第 H, 类 的 , 则 ALY (i = 1,2) 都 是 .4 的 真理 想 , M= A= At,. 

(5) EAER Ш. RAWAL AHF CO C, AZ, = U ML 是 C -代数 .NM 与 Mi 都 
是 .4 的 非 平凡 的 非 对 称 理想 . 

(6) 4 428 Ш, XH, MALG = 1,2) 都 是 .A 的 真理 想 . M1 与 Ai 都 是 .A 的 非 平凡 
的 非 对 称 理想 . 

定理 2.7 KARI Sl EM IC - 代数, 则 

(1) 4 ABB 0, Т s H AM, Д TE MT PY ВЕЛЕ. 

(2) # ABA Ш 类 的 , 则 .4 存在 非 平凡 的 非 对 称 理想 . 

在 文献 L[53] 中 ,给 出 了 这 样 的 结果 : 设 .4 是 Protrjagin 空间 上 JC’ - 代数 ,J 是 .A 的 理 
想 . 如 果 J 中 元 素 相 应 于 0 的 特征 子 空间 非 退 化 ,而 且 0 不 是 中 自 共 固 元 的 非 完 全 正则 临 
界 点 , 则 J 是 对 称 的 . 这 里 指出 该 定理 中 的 两 个 条 件 不 是 必要 的 条 件 . 

#J2.2 Wh 空间 上 相对 于 正规 分 解 


Ih = (Z@ H) + Z° 
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A Ш, X JC - 代数 


rAspot e C,M Є me 
: | 
其 中 VY 是 Hilbert 空间 上 的 C* - 代数 .In € 0.1 


0 t 
M 


seemed) 
0 


于 是 AL 是 .A 的 对 称 理想 ,下 面 说 明 该 理想 中 元 素 相应 于 0 的 特征 子 空间 是 退化 的 . 


Tı 


É X = T2 


€ Th. rh л, Є 2,2 Є 万 ,zs € 2 . 取 .4 中 算 子 


T3 


I st E C, Z 0, 


其 中 I 是 MY 中 的 单位 元 . 
若 Ar = 0, WA 


0 t 


9 


0 
0 
0 


即 有 tr; = 0,2 = 0,2, € Z,Ht 40 #ll =, = 0. KVL A 76 A 相应 于 0 的 特征 
子 空 间 是 退化 的 子 空间 Z. 
Gi 2.3 Hel], 空间 上 相对 于 正规 分 解 
Ih = (Z@ H)+ Z' 
的 第 Ш, 类 JC'- 代数 


A y@E t 
A= M 102 Ayt ECME Ш .у,= Є R 9 
H 
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其 中 ZY 是 Hilbert 空间 Н ЕВ С" - 代数 ,In € Z/,R J H PMB FL LE 15 7 2? 
别 是 Z 与 Z” PARE IE SC HE. RAM = AN) At, B 


0 у@ё t 
M = 0 IOQyl:rEcCyzERr 
0 


由 定理 2. 6 的 推论 1 知 -4V 是 .4 的 对 称 理想 . 接 下 来 说 明 该 理想 不 满足 条 件 :“0 不 是 
M1 中 自 共 轿 元 的 非 完 全 正则 临界 点 ”. 


ЖАЄ A.H 
0 y@£ a 
A= 0 70) у s 
0 
Tı 
其 中 a 为 实数 , 则 A EAH. 5 х= |=, |€ [hor € 2,2 € Н,» € Z° .# Ar = 0, 
T3 
则 有 
0 yg a Tı 0 
ey 中 | 
0 Ta 0 
即 
нека 
(7 у) • z; = 0, 
或 
ee *E+ar; = 0, 
(23,17) • y = 0. 
设 zs = ky WA 


hee * €+ ka + n = 0, 
Ё • y = 0. 
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xy 
分 两 种 情况 :@O Gy Z 0,M| # = 0, В z+ = 0, FE x; | y. ЖЕ z = |z; |, rh >, € 
0 
2,22 | y. 
Tı 
QA y = 0, z, = 0. ШЕ z = |z; | ,zi € 2,2 € 万 . 另 一 方面 ,由 于 
0 
0 y&Q < 0 yQ£ a 0 (у,у) 
0 7 ® у 0 70 y| = 0 ; 
0 0 0 
0 Cy,y)) (0 Cysy) 0 
0 0 = 0 ‘ 
0 0 0 
0 a 
` AG AA О JR EAS TT 对 于 -LV 中 | 0 | (c 为 实数 ) A SET AY HE 8 
0 


然 的 .所 以 0 是 对 称 理想 .4Z rh Ë SE He pu BJ АЕ 5ë 2° TE IJ É FR 
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$3.1 算 子 代 数 分 类 的 定义 


本 节 利 用 对 称 理想 与 非 对 称 理想 给 出 ][: 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 的 分 类 概念 ,提出 
一 个 A(1,3) 性 质 . 


& A fell 空间 上 一 个 一 般 算 子 代 数 . 置 
AG= (АТА є .A,Az = 0); 
Л= (АІА є А.А. = As = 0); 
M =A] AE 4,An = 0}; 
M:= (АТА € .4;:As = 0). 
则 
ME №. МС Л, МОП -= M. 


引 理 3.1 5411, 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 . 则 .4Z 与 -LiG = 1,2) 是 .4 的 理想 . 
FA AG EM RAN i = 1,2. 

定义 3.1 SABI: 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 , 则 称 

(1) Ae 0 类 的 ,如 果 -A = {0}. 

(2) .4 是 第 І K, WRAAE (0) HEALS M. 

(з) A 是 第 H BN. WRALA 10), ANE ЛЬ HEMNA АЛ = MN MM. 

(4) .A 是 第 H. 类 的 ,如 果 .4 是 第 H 类 的 ,并 且 -A In ЛР = (0). 

(5) .A 是 第 [[ ,类 的 ,如 果 .A 是 第 H 类 的 ,并 且 .4Amn ALF (0). 

(6) .A 是 第 Ш Ж.Ш ЛИ 5 (0), AZ ÇZ M, +В ЛП ANF MN M. 

(7) A 是 第 Ш, 类 的 ,如 果 .A 是 第 了 夺 类 ,并 且 AMAN AL= {0}. 

(8) .A 是 第 I, 类 的 ,如 果 .A 是 第 卫 类 ,并 且 ALN ALF (0). 

定义 3.2 FAH 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 . 称 .A4 具 有 A(1,3) 性 质 , 如 果 条 件 


An А}, Аз 
Аз Азз 
Азз 


> 
| 


CA 
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蕴涵 着 


0 
引 理 3.2 5411, 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 .如果 A A 


= 0), 则 .A 中 的 算 子 是 对 角 的 . 
证 明 = 
Au А}, А}; 
А = А» Аз Є A, 
Ass 
则 
0 0 Aj 
0 о [E ANN Ah= {0}. 
0 
于 是 An = 0. 
因为 
Ai Ax 0 Аз Аз 0 
АА* = А» Азз Ax Ар 
Аз Ал 
An Ass А, Аз + А, А» А.А; 
= А» А» А» Ar; +A, Ал Є A, 
Az Ал 


所 以 AprAr = 0,А = 0. 同 理 有 Азз = 0. 
令 .A 是 一 个 算 子 代数 ,对 
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E Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 
定义 映射 ; 
$u: d— ВО), Ф. (A) = Ans 
$z: A—> BCH) ,ф (А) = Аз ; 
$a: 4—— ВО"), CA) = Аз. 
用 同样 的 方法 也 可 以 定义 映射 加 (A) = Ai Aj RDA ó, G = 1,2,3) 是 代数 同 态 . 


93.2 ЖАНУ 


为 了 研究 算 子 代数 的 结构 ,本 节 给 出 有 关 算 子 代数 的 共 椰 结构 . 该 结构 是 研究 算 子 代 
数理 想 结构 的 基础 . 


S Z" 是 Z 的 对 偶 . 令 
Н = (Z+ Z° bt11, 
这 里 dimZ = k, WJ H 是 一 个 Hilbert 空间 . 于 是 得 到 [| 空间 的 正规 分 解 : 
П, = (Z@ H) +Z. 


由 .A 的 对 称 性 知 ,Z 相应 于 不 定 内 积 的 直 交 补 Zt 11 也 是 .4 的 不 变 子 空间 . 于 是 Z Н 
= 7611 也 是 .A 的 不 变 子 空间 . 

令 {e1 ,ez，… e) 是 Z 的 直 交 基 ,{e? ,e?，…,ex } EZ" WAZE, AHE (eere) 
的 对 偶 , 即 


[е;,е; ] = д ‚1›] = l], „k. 
ARAT J € BCZ ,Z),J, € B(Z.Z`), ARE PUA: 
Jie? = e, Je; = ef si = 1,2,5 yk. 


则 度 规 算 子 J 相应 于 正规 分 解 具有 下 列 形 式 : 


Js 
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RE IEH 上 的 单位 算 子 , 且 有 
Jè =JssJiJs = L,,JI J. = Iz“. 
HF Z #l Z 名 昌 都 是 .A 的 不 变 子 空 间 , 因 此 对 任意 算 子 A Є A ,有 下 列 分 解 : 


An Ax Ais 
Ax Аз 
Ass 


9 


其 中 Au As MAn E kX k EE 0252" 在 六 和 .的 作用 下 是 同 构 的 ,所 以 我 们 可 
以 把 BCZ) 和 B(Z` ) 中 的 算 子 等 同 对 待 . 于 是 


A 33 A 23 A 13 
A 22 A 12 . 
A 11 


At = ЈА*ј = 


Н #—* Hilbert 25 jh], H Æ H 的 一 个 Abelian 群 .在 互 上 重新 定义 如 下 的 数 乘 运算 
和 内 积 : 


а*х=воат,аЄС,тєЄнН; 
(х,у) = (х,у), 


则 容易 验证 Н 构成 一 个 Hilbert 空间 . 


4 
Н» = HX HX -- X H, 
五 = Hx H x --- x H. 
WH”? = H”. 
人 
Ea 


é = (el 22 ,".*,е6) 


7 一 (er sez sesek Jy 


则 对 任意 算 子 A € A ,有 下 列 形式 : 
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A= An 92|, 
As 
其 中 向 量 
Y = (yy oye) € H®, 
2 = (1 5229° +e) Є H', 
AF 


Y@E= J] Weis 
18 Z = Уа @ zi» 
这 里 y; @ e, He? Oz 都 是 1 秩 算 子 . 
反之 ,定义 一 个 线性 映射 
Е. Н® Ф н ===; Вв) . 


Ë 
0 > y; @ e, 0 
i=l 


FY G 2) = $ А 
© п Уа 
i=1 


0 
这 里 
Y = (yy ,y) Є H”, 
Z = (2 9220° эль) Є Н®. 


注 : 如 果 A E: B(Z) 中 的 一 个 &X 和 矩阵 , 则 ACY 因 5 = (AY) OE 
取 一 个 算 子 


Т.НФН + НФ н, 
IO @ х) = z Ф у, 


则 
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(I(y Ф #),5 ©) = AGAH, yOz). 
SIP = IX IX = X IIHR KRE). 
& DEH”? 的 一 个 子 空间 ,已 是 D 上 共 斩 线性 算 子 , 且 满 足 条 件 :P2z = z,z € D. & 
易 看 出 PH” OH” 中 的 图 像 {Pr G z | = € D) ВТУ REK. 
在 第 二 章 已 经 证 明 , 互 % OH” 的 子 空间 V MT” 是 不 变 的 , 当 且 仅 当 存在 子 空间 RS 
H% ХОРЕК, D EMHRPREA ST P , B. Px = х,х© р f#í% 


у= (КФК) Ф (IPr@ <| < € р). 


$ 3.3 一 些 引 理 


本 节 给 出 [L 空间 上 有 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 在 各 类 (六 类 ) 代数 情况 下 
对 称 理想 NN, 的 结构 与 形式 ,这 些 结果 是 下 一 节 给 出 一 般 算 子 代数 形式 的 基础 . 


5123.3 4 ФП, 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 设 AN 关 {10), 且 
I= {ЛЄ В(2) | JAE AG. 34, (А) = A}. 
(1) 如 果 .4 是 I. 类 的 , 则 存在 一 个 单 同 态 yp: 1 — BC Z* ) ,使 得 


m=: aen 
yA) 


(2) MR AE П, 类 的 , 则 存在 一 个 单 同 态 g: 1 —— BZ ) ,和 两 个 映射 


A 


fi:1—> H: 
与 
fo:1—>H'", 
使 得 
A (fi(A+Y)@E T 
m= 0 Т (f2(A) +2) aenrenvozer 
A) 
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这 里 f1(A) Ф f. (A) Є У-, 
E={TEBZ', Z| JAE 4,Эф.(А) = T), 
V={Y@Z|FY@Z)E ANN Ah}. 


进而 f, FPA ERR . fo 是 线性 映射 . 
(3) 如 果 .A 是 M 类 的 , 则 存在 一 个 映射 


yw: I —= B(Z* ), 


使 得 


[AE І,гє | 
yA) +Г 


这 里 
I= (ГЄ B(Z*) | JAE MN Ah, Эф. (А) = Г). 
(4) MEAE Ш, 类 的 , 则 存在 映射 


y:1—> B(Z" ), 


fi:1—>H', 
fyd > H"; 
g:I— F", 
wt. 
使 得 
A (fi(A)+¢e,0)0+Y) WE 下 
m= 0 n@ (f. CA) + a (ID + 2) | 
yA) +T 
这 里 


AUALA EVH, 
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a) @ g. (D € vi. 
ACLTEEPELY@ZEV, 


ЖЕ Е,1,У 是 如 上 定义 的 ,进而 g, RIERA PER. z, 是 线性 映射. 
证 明 E AZ n M= ANN Ni, 则 容易 看 出 这 两 个 集合 都 是 非 空 的 . 
(1) RAE П, ЖА, WAAN AG= (40), 由 引 理 3.2 知 A 中 每 个 算 子 是 对 角 的 .对 A 


EIS 


A 
A= 0 € MM. 
r 
A 
如 果 存 在 另外 的 元 А’ = 0 € AN. Mil 
Г 
0 
A—A = 0 € ANN M= (0), 
r-r” 


所 以 ,了 三 也 .于 是 由 YA) == 厂 可 以 定义 映射 
ё:‹1—=В(7°). 


因为 .A 是 一 个 代数 ,所 以 y 是 一 个 单 同 态 . 
(2) RAE П, 类 的 . 如同 (1) 中 定义 y, 它 是 一 个 单 同 态 .对 A € ILF 


A YWE 0 
A= o 7®7|єЄ M. 
yA) 


V= (YG Z| УФУ) € MN AG}. 
iz 
Y @ Z = (Y, @ Z,) @ (Y, @ Z,), 
47 
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这 里 Yi @ Z, € V! ,Y, @ Z EV, 则 


A Y @£ 0 
A, = 0 1D Z |E An. 
A) 
现 定义 映射 
fi: 1—> H* 
与 
fi I — H", 


A ҮЕ 0 
Ал = 0 192 є M., 
yA) 
ЖШ Ү ӨЛ € V+ , 则 
0 Y-Y) Gë 0 
A, 一 人 一 0 19020-2) | € An M. 
0 


于 是 
(Y-Y D) Ф (2-21) € V, 
所 以 
(У-Ү) Ф (2-21) EVN V+ = {0}, 


这 样 有 Y = Yi, Z = 21. FEAL 具有 所 述 的 形式 . 
(з) RAE Ш, Ж. WAAN Д = (0} ,由 引 理 3. 2 .4 中 每 个 算 子 是 对 角 的 .对 AE 
ЖЕГЕ 
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因为 jn ANF ЛП A ,上 且 两 者 都 非 10). 于 是 可 以 选取 元 


A 
A’ = 0 є M. 
T 
这 样 就 可 以 定义 映射 
g:1—> B(Z’), 
与 
pA) =I". 
(4) 由 (2) 和 (3) 的 证 明 及 引 理 2. 2, 现 来 证 明 映 射 g 和 g, 的 存在 性 . 令 
0 YE 0 
A: = 0 1O Z | € Л, 
A 
这 里 Y; @ Z, € V! ,; = 1,2. I 
0 (Y, —Y,) QE 0 
A, — A; = 0 7® (Z, — Z) |€ ANN At, 
0 


于 是 
(ҮҮ, Ф (Z — Z) Є У П Vt. 
因此 Y, = Ү,,4 = Zi ,并 且 &1 和 82 是 有 定义 的 . 


$ 3. 4 各 类 算 子 代数 的 形式 


本 节 定 义 了 六 种 类 型 的 算 子 代数 ,进而 证 明 每 一 种 类 型 的 算 子 代数 恰 与 每 一 类 算 子 代 
数 对 应 ,从 而 给 出 各 类 (六 类 ) 算 子 代数 的 一 般 形式 . 


定义 3.3 SA. БЕП. 空间 上 两 个 算 子 代数 ,$: .4 一 ~ 如是 一 个 映射 . 现 定义 两 个 
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映射 如 下 : 
Les ARC > Bs 
(М, ,М, ,а, 8) 一 %aM + BM.) — Cag (Mi) + B$ (M. )) , 
T;:A X А =» B, 
Ty (Mi ,M,) = Ф(М,М,) — (М, )¢(M, ). 


令 了 C8, 称 $8 是 模 了 线性 的 ,如 果 mL, Z PROSE R, ER ImT,C Z ; 
而 称 风 是 模 么 同 态 ,如 果 这 两 个 映射 都 是 模 . 忆 线性 可 乘 的 . 
注意 :$ 是 同 态 当 且 仅 当 T, = 0,L, = 0. 
定义 3.4 令 .4 ,好 是 两 个 * -代数 ,加 ,8 和 :A 一 > 如 是 两 个 映射 .定义 映射 
S;:4—— 8B. 


S, (M) = $, (M)* —$M’),i,j = 1,2. 


定义 3.5 令 .4 是 *- 代 数 ,五 是 一 个 Hilbert 空间 ,aq sq: 4—— H EAPO. ХЕ X 
映射 如 下 : 


Q; :4— H, 


Q; (M) = q: (M) — q; (M* ),2,ј = 1,2. 


1. 0 类 算 子 代数 
定义 3.6 SBE BCH) 的 一 个 *- 子 代数 ， 
$: B—> B(Z) 
是 一 个 同 态 ， 
q: ⁄— Н 


J. — PS FE ER HE RT » 
0: B —> B(Z* ,Z) 
FE— АТЕВ ЯУ, WK OG ,$,q,9) 是 0- 型 的 ,如 果 对 任意 MM, € 好 ,有 


(i)q(M, M,) = ¢(M,)* q(M,) + M; q(M,); 
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(DoO(M* ) = 6(M)* ; 
6(M, M,) = $(M,)6(M,) +q (M; )!q (M; ) + CM, )¢ (M; )`. 


定理 3.1 令 .4 是 [空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 . WA E: 0 类 的 充分 必要 条 件 是 存在 
0- 型 (如 ,$8,q,0) ,使 得 


$M) g(M)@é 0M) 
A= M 7?@ M| IME Bt. 
$ (M: >° 
Н BAE OXR. 8 


B = {M| 3A € A, (A) = M). 


对 ME BF 
A YWE T 
A = M 7 @ Z € A. 
Г 
如 果 还 有 
A YOE T 
А' = 5 M 107 E A, 
Г" 


ДА-А’ Є Л = (0), А = A“. 于 是 可 以 定义 映射 : 
$: 好 一 ~ B(Z).%(M) = A, 
$: S— BZ ),# (M) = Г, 
q: 8 —  H* ,q(M) = Y, 
q : ⁄— H: ,q(M) = Z, 
T: #— B(Z* ,Z),T(M) = T. 
id 
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éM) (М) ё 0M) 


A= M 7@q'(M) |. 
$ (M) 
因 
$ M)? q(M)G@G £ 0(M>` 
А* = M: ?@ (M) | € A, 
$ (M) ° 


#(M) = Ф (М) ``, 
q (M) = q(M' >). 


直接 验证 验证 (如 ,$8,q,0) 是 0- 型 的 . 
充分 性 是 显然 的 . 


2. I 类 算 子 代数 


定义 3.7 SBE BCA) 的 x*- 子 代数 ,E 是 一 个 kXk 和 矩阵 *- 代数,V EH O H 
的 对 下 不 变 的 子 空间 ， 
$: B— B(Z) 
是 一 个 同 态 ,而 
q: B—> Н" 
是 共 思 线性 映射 , 则 称 (如 ,E,V,$,q) 是 二 型 的 ,如 果 对 任意 M.M, ,M, € BTE E,(Y,Z) € 
V, 并 且 有 
MT € Е, ($ (M) `Y,MZ) € V.(q(M),q(M*)) € V: , 
Gi) (CM, )* (М) + M; qı (M, ) — qı (M, M; ), 


М9: (M, ) + %( M; )* q2(M,) — 9 (M, M, )) Є V. 


定理 3.2 令 .A 是 [1; 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 则 .A 是 工 类 的 充 
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ФМ) (М) + Y) @€ T 
a=} M 1D (q(M*)+Z)||ME B,TEEY, DEVA 
$M)’ 


证 明 RAR | 00. E 
B = {M| JA € .A Ə%,(A) = М}, 


V=(Y@ZEHO@OH|FIY@Z € ANN At}, 


对 ME B.S 
A Y@E 0 
A= M 192|є A, 
Е 


FAI AN A 10} ,存在 生 个 元 


A’ = M 7 @ Z' c 4 
F 
则 
А-д (Y—Y') G E 0 
А-А! = 0 7® (Z— Z) |€ M. 
r=" 


由 .AS NM AA=A CHP. РАЦЕ ХВ 


$: B— B(Z' ),# (M) = Г. 


Ф 


(YZ) = СҮ; ‚Л, ) 中 (Y, „4 Ээ» 


ZEY Z) Є У-,(Ү,.2,) € V. IIJ 
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F(Y,,Z,) € ANN At, 


并 且 
B = A— F(Y, ,Z,) 
#M) Y,@é 0 
= M 1924 [є A. 
$ (M) 
现在 定义 两 个 映射 : 
9:15 —= H',gq(M) = Ү,, 
q: B— H',q'(M) = 21. 
这 两 个 映射 是 有 意义 的 . 否则 存在 另外 一 个 元 
| #(M) Yi@é 0 
B' = M 92 |ЄА, 
$ (М) 
这 里 (Y1,21) € V: , 则 
0 Y -Ү) бё 0 
В—В' = 0 7® (Z, — Z) | € ANN M. 
0 
于 是 
(Y, — Yi ZZ) € V. 
所 以 


CY, 一 Y1 ,2Z, 一 21) Є ҮП V+ = {0}. 
于 是 =Ү\.7 = Zi. 


记 
ФМ) (q(M)+Y)@é 0 
A= M 18 (4 (М) +2) |, 
Ф (M) 
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这 里 (Y,Z) € V. 因为 


$ (M)? (q'(M) + Z) @ ë 0 
А* = м" 79 (М) +Ү) E A, 
$ (M)* 


FE Vi 对 7* 不 变 , 有 


#(M) = ç (M° )* 


4 (M) = q(M° ). 


EG WIE G.E.V.¢.q) 是 | - 型 的 . 
充分 性 是 显然 的 . 


3. Т. 类 算 子 代数 
定义 3.8 SBE BOND 的 一 个 * - 子 代数 ,了 是 B(Z) 的 一 个 子 代 数 ， 
p: Z— BZ") 
是 一 个 单 同 态 ; 


$, :—— B(Z) 


$.:B—> BZ) 
FER TOR. СД Z photo 为 了 -型 的 ,如 果 对 任意 ME BAEZA 
G) $ (M)A,A% (M) € Z 
JB (MDA) = $M yA), 
(A$; (M)) = (A), (M); 
соф Жж Z 同 态 , 并 且 
ge Ty, = Ty, ое Ly = Ly 3 


(11) ImS », ec Z se So) = Siz py (A)* )` = A. 
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TE: 是 同 态 当 且 仅 当 $, 是 同 态 ,因为 y 是 单 射 . 
定理 3.3 ŞARIL 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 则 .A 是 H. 类 的 
充分 必要 条 件 是 存在 一 个 Lo CB LZ ph be) 使 得 


- 


ИЕН BAE H. 类 的 .由 引 理 3. 3 .A 的 每 个 元 是 对 角 的 . 置 


zi 


Ф М) 十 人 
| M € вает) 


$ (M) + 4А) 


人 
B -f AAT, 


这 些 集合 都 是 非 空 的 . 
对 ME BK 
人 
A= M € 4. 
r 
因为 .AN 了 关 (0) ,可 以 取 一 个 元 
A 
A’ = M € A. 
T" 
则 
A— A 
A 一 4 = 0 € M. 
r-r 
定义 


$i: — B(Z),# (M) = At 


%:B—> B(Z* ),$ (M) =I", 
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则 由 引 理 3. 3(1) 


$,(M) +A 
A= M Ae Z°, 
$, (M) + 4А) 


因 ,A 是 一 个 对 称 算 子 代数 ,容易 验证 (如 ,了 Z phop) 是 H.- 型 的 .并 且 


<. 


Ф (M) +A 


| 
| z 
CA) Е | 


a=} wenae | 
$, (M) + pA) 


EHME Z hob ob) 的 H. 型 代数 , 则 容易 验证 A 是 H. 类 对 称 算 子 代 数 . 
4.1, 类 算 子 代数 


定义 3.9 Bi ВОН) 的 一 个 x - 子 代 数 ,了 Z 是 ВО) 的 一 个 子 代数 ,EE 是 一 个 kX 
kE < - 代数 ,V Н" Ф H WR 7* 不 变 的 子 空间 . > 


g: ZT—> B(Z') 


是 一 个 同 态 ; 

fi: Z — Н 
FET FE EAR HER ; 

Ja Z == H 
是 一 个 线性 映射 ; 

$: 8 —> В(2), 

hp: B— B(Z"), 
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a:8— Н 


Q: BO—> В 
是 四 个 映射 . CB. Z E.V... fi ,fs Pi ,ф, "9 ,9g2 ) 是 I- 型 的 ,如 果 对 任意 
M,M, .M, c B sAsA; sA2 Є Z CY ; Z) Є V,TE E, 


A 
G) (q (M) g (МЭ), (fi (A) fA) € VE, 
(0,p(A)Z),(A* Y¥,0),(M* Y,¢,(M)Z),(¢, (M)*Y,MZ) € V, 
T$.(M),Tp(A),¢:(M)T,AT € E; 
GDA (MDA, A$ (M) € Z, 
并 且 
ФФ, (M)A) = Ф, (М)фСЛ) (Ad; (M)) = у(4)ф(М), 
(АТ fi (Ac) — fi Ai Ae) (Ar) flA —– hA) € V, 
Ф М) fi (A) — fi Ф (MDA) МУ, (A) +A) gq (M) — f, (Pi (MAD) € V, 
(A* qi (M) + M' f, (A) — fi (Ad: СМЭ), (M) f, (A) — f, (A$; (M))) Є V; 
GDS, ÆR Z AA, 
yo Т, = Ty poly = Lyp > 
Im((L,, — fi ° Lg) @ (Ly, — fo ° L, )) СУ, 
(#(M.) qı (M2) + M; qı (М) — qı (M, M: ) — fı (T, (M, ,M,)), 
Miq: (Mz ) + (М) Mi — q, (M, M: ) — f: (T, (M, ,M,))) € V; 
(iv) (A). (M)* — ñ (M`) € 7. 
并 且 


(CAD) =A", 


fiA)” ) = f, (A), 
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Фф, СМ)" — é (M: )) = $,(M)* —$,(M"), 


fi Cb, ОМ)" — $M" )) = 4 (М) — a (М). 
Ф A fell: 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 则 .4 是 П„ 类 的 


| 


定理 3.4 
充分 必要 条 件 是 存在 一 个 My 型 
(BZ ,EV,y,f sf $i ‚Ф, "91 ,92), 
使 得 
T 
$ (M) + pA) 


#(M)+A (gq (M) + fi(A) +Y) бё 
M 


- 


这 里 ME GAC 7,ТЄЕ,(Ү,2) € V. 
证 明 ”假设 .A 是 H, 型 的 . 置 
15 = M| AA € A, (A) = M), 
Z = (A| JAE AA (A) = A); 
E=(T| 3AE A$ (A) = T), 
V=(YOZEH OHM | FYZ) € ANN Ath}. 


这 些 集 合 都 是 非 空 的 . 
对 ME BK 
A ҮҮ. ®& 0 
А = M 7® Zo Є ‚4. 
Е 
因为 .AN 了 关 (0), пр В — 4 л 
A’ Y бё 0 
A’ 一 M 7 @ Z' Є As 


r 


则 A 一 A € ИД. 
设 
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E Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 
Y'@ Z = (Ү,@ Zi) © W102), 
Hp YIO Z € Vi ,Ys@ ZzEV. 现 在 定义 下 列 映射 : 
$: B— BZ), $(M)=A', 
$:B— BIZ"), (М) =T, 
q:8— F, q (M) = Ууз 


q: ⁄—— Н", ФМ) = 2, 


则 
A= M 7 @ gM) |+ B, 
Ф, (М) 
这 里 B € ИД. 
由 引 理 3. 302) 存在 一 个 同 态 y: Z 一 ~ ВОД") 和 两 个 线性 映射 
fi: Z—— Н" 
和 
fo: == H, 
满足 
A С +Y) G ë Т 
В = 0 ТОС) 十 Z) |. 
CA) 


这 里 YZEV,TE EE. 所 以 .4 具有 所 述 的 形式 .由 .4A 是 具有 A(1l1,3) 性质 的 一 般 对 称 算 子 
代数 ,容易 验证 (好, 了 了 EVs db fi sf ,pI ,% q2) 是 I- 型 的 . 并 且 


о Y@# T 
man s=] 0 y@ZIIY@ZEV.TE E}, 
0 
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A (FA) 十 Y) ё T 
m= 0 IO (PCA) 二 ZIAEZTY 由 ZEV,TEEE 
pA) 
是 .A 的 一 个 理想 . 
充分 性 是 显然 的 . 
5.1. 类 算 子 代数 


定义 3.10 令 如 是 BC(H) 的 一 个 *- 子 代数 ,五 是 B(2Z) 的 子 代数 ,五 是 B(Z"* ) 的 子 
代数 . 令 


2:Z—— BIZ"); 
$,:8— B(Z), 
$: G—> BZ) 
EZISHI RE: LZ Zoppot 5 Mo 型 的 ,如 果 对 任意 ,M E€ GAC Д,ГЄ 五, 有 
(Dy CAT TY CA) $: (Mr, I$: (M) Є Z; 
(ii) #(M)A;Aó (M) € Z, 
YB (MDA) — $M YC A), 
(Ad, (M)) — (ЛФ (М) € 2; 
GDS BRA A. 6 ZR ZA, 
并 且 
Im (p> T, — Тф) Im (pe Ly, — L, ) C Z; 
(WI pA € Ly TE Z, 
por" ))—A* € FIm(y° 5 — Sn) С Z. 


定理 3.5 令 .4 是 [[L 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代数 , 则 .A 是 Ш, 类 的 
充分 必要 条 件 是 存在 一 个 I- HCB. Z. Z. +b.) ,使 得 


Ф (M) +A | 
| M шлш: 


$ (M) + (A) + T 
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ШЕН RAR Ш. 类 的 .由 引 理 3.3 知 .A 的 每 一 个 元 是 对 角 的 . 置 


A 
B=iM| JAS, M € 4), 
P 
人 
Z= (A| JT, 0 E A}, 
r 
0 
Z= {Г | 0 € A}. 
r 
这 些 集合 都 不 是 空 集 . 
对 ME Bik 


А = diag(A,M,I) € .A 
AAG SA {0}, аи — 4 л 
A’ = diag(A’,M,I") € A 


则 


$: B—> B(Z),¢,(M) = A’ 


$ : 07 — BCZ* ),$, (M) = F, 


由 引 理 3. 3(3) ,存在 一 个 映射 y: ZB), E 
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Ф (M) +A 


$ (M) + CA) + P 


其 中 A Є ZTE LZ. BABIES. Лл. 2,9...) 是 Ш.- 型 的 . 
反之 ,如 果 


Е 


ERA Ш С, Zopp p) 对 应 的 算 子 代数 , 则 容易 验证 .4 是 H. 类 的 . 
6. ШП, 类 算 子 代数 


Ф (M) +A 


| M E pac zre zl 
$ (M) 十 WA) + T 


EX 3.11 BH BCH) 的 一 个 + - РК, ЛЕ ВО) 的 一 个 子 代 数 , Z BZ) 
ЕК, ЕЕ 义 & 和 矩阵 代数 ,V Н" O H 的 子 空间 . S 


g: Z—— ВО" ), 


#%:⁄— В(2), 


$:8— BZ), 
q:Z— Н, 
gi H, 
fi: Z—> H, 
f. : Z—— H* 
是 映射 ; 
g: Z— Н 
ЗЕРЕ ЯТ; 
g. : Z—— Н“ 


是 线性 映射 . (Bs Z. BsE Vids fi fe ,ф, +P. "91 92 • 61 982) 称 为 是 一 个 Ш,- 型 ,如果 对 
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М,М,,М, € BA,Ai,A: € Z ,(Y,Z) € V,T € E, 
下 列 条 件 满足 : 
G) (G (M) ,gs СМЭ), Cf (A) Р (AD) (21) 1220) Є VE, 
(0,TZ),(0,g(A)Z) CA" Y,0), 
(M"* Y,¢,(M)Z),(¢, (М) ,MZ) € V, 
T$:(M),TY(A), TT, (MT,AT Є E; 
GDIY A) ,yAT, TEM) ,$b (MT € 2, 
并 且 
(g (Г.Г) g, (Pi Tu) —Ing2)) € V, 
(gi PAD) — A* gI (T) в: AMOT € V, 
(g YA) g: TY A) — pAg) € V, 
(2. Ф (MDT) — $ (М) * g, (Г), 2 (Ф (MT) — Mg, (T) —Iq, (М)) Є V, 
(2. (Г. СМ) — M' g, (T) 2: (Th (M)) — $, (М) в (Г)) Є V; 
Gii) #(M)A,A% (M) € Z, 
Г, = pA (М)Л) – # (М) (Л) € 2, 
Г = (Ad, (М)) — (4) (М € Z, 
并 且 
(ffi MA — gi (T) — ó М)" fi CA), 
Р Ф (MYA) — g. (Y) — Mf, (A) — AgM) € У, 
(fi (AG, (M)) — g, (Гь) — A" g (M) — M* f. (A), 
fo (A$; СМЭ) — go (Гь) — $ (M) f, CA)) Є У; 
GV ERZES, y RZ. 


T= T, (M,,M2) — pe T, (М.М) € Z, 
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Im(Ly, — pe ly) С 2, 


Chi CA, Az) — gS T, (A; »A2) == Ai “fi (Az), 


f: (A; Az) — gs: 5 T; A2) = ФЛ) fs (A1)) Є V, 


(gi (M,M,) — fi (A) — gı (T) — $, (M: )* qı (М) — М; qı (M.) , 


q: (M,M,) — f, (À) — g: (D — Miq (М) — $ (М,)ф (Mi)) € V, 


Im (( g, e L, —Ly, ) 中 (g; s L, — Ly.) = V, 


—fi е Ly, — g (Ly, — ge L, )) © Cy, — f; ° L; = g: Ly, — ge Ly ))) су, 


这 里 人 = T, (M. ,M,); 


ODI p CA)" $ CM)" —é M) € Z, 


ФСГ" ) gb (A* I-A € Bs 


Іт ($ ° Sa — S) С М, 


fi ° Sa — Өл = By * (pe Sa — S), 
f: ° Sa 一 Qi = £2 a (pe Sa — 81), 


f: COCA)" y— fx CA) 


| 


gı YA) *)— A+), 


ОДУ) — fila) 


go(gplA)")—A*), 
СГ") — g (D) = g, ССГ" 0), 


fo") — g O = g, (0(T'* 2). 


© A fell: 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 一 般 对 称 算 子 代 数 , 则 .4 是 III, 类 的 
充分 必要 条 件 是 存在 一 个 M- 型 


(BZ ,LEV,Yy,f sfa ,$I ‚Ф, sqi 92 ° 51 g2) 
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#(M)+A YOE T 
A= M 7@Z ° 
$, (M) + (A) + T 
这 里 


29 


Z = z, (M) + f, (A) + gx (T> + Z, 


МЄ В,лЄ ZTE 2.ТЄ Е, (Ү,7) € V. 
证 明 BiA Ш, 型 的 . 置 


B={M| JAE A,$2(A) = M), 
Z= {A| JAE Mhi (A) =A}, 
Z= {| 3A € MN AG. CA) = Г), 
E= T| JAE 44.$3;(A) = T), 


V = IY@Z € H OH | Y @ 2) € ANN At}, 


注意 这 些 集合 都 是 非 空 的 
对 ME BK 
A Y. @ë 0 
A= M 92|є A, 
r 


A AN = 10) ,我 们 可 以 选择 另外 一 个 固定 的 元 
A ҮСЕ 0 
Al = M 7®ZIE€EA., 
г 
MJ A — A € Af. 
假设 
YO@Z = (Ү,@ Zi) © (У.Ф Z;), 
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H YOZ E V+ ,Yi@ Z, € V. 现 在 定义 下 列 映射 

$: ⁄— B(Z).# (M) = A’, 

$: B—> B(Z'),#% (M) = D”, 

q: ⁄— H',q,(M) = Ү,, 


q :好 一 ~ Н", (M) = Zi ° 


则 
AM) q (M) @ ë 0 
A= M 7 @q@(M)/4+B, 
$, (M) 
这 里 B € At. 
由 引 理 3. 3(4) ,存在 映射 
J: Z— BZ"), 
fi: Z—— Н*, 
f: Z—— Н" 
及 两 个 线性 映射 
g1:Z—— Н“, 
与 
g: L,—> H, 
满足 
A (fia) +g (I +Y) OE T 
B= 0 Т (f2(A) + s (I +2) |, 
YA) +r 
Jeh Y@ Z € V,T € ELE 马 . 于 是 .4 有 所 描述 的 形式 . 


容易 验证 下 列 形 式 


B.Z, 2.Е.У, дф, fi . ,ф, $ "91 9d2 61 ,82) 
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f— Ш, 型 的 ,因为 .A 是 具有 性 质 A(1,3) 的 对 称 算 子 代 数 ,并且 


0 Y@é T 
mn m=i 0 yor|ivorevre th 
0 
0 (gf (MD +Y) @é T 
MN m= 0 1@(e(M+Z2/|YO@ZEV,TE ELE Zp 
p | 
并 且 
A (АСА) +g (T> +Y) @ ë T | 
m- 0 т РСА) + e212 + Z)| >, 
PAY +r | 


这 里 4AE ZYGZeV,Te E.P e 有 是 理想 . 


$ 3. 5 各 类 算 子 代数 闭 性 的 等 价 条 件 


本 节 我 们 给 出 IT, 空间 上 各 类 一 般 对 称 算 子 代数 是 闭 的 的 等 价 条 件 . 
518 3.4 5 Х,Ү..Ү,,---.Ү, 是 Banach" -代数 ,有 i,f;,…,f, 分别 是 从 X 2 Y ,Y;， 
…,Y, RPE RIE TLE HE SEE IW fis f... f, 是 连续 的 , 当 且 仅 当 对 任意 序列 
{хл} C X,z; —> z (i — оо), 
f(z) — y (1 —* co),j 一 1,2 pm， 
有 yw = fy Co) of = 1s Beran 
证 明 Ш ХҮ, SEMA HEN. <j <n, IT, Хн Ү,, (x) = f, Gr) ' 


是 线性 的 . IFAS, 是 连续 的 当 且 仅 当 f, 是 连续 的 . 于 是 我 们 可 以 假设 fo fos f, 是 线性 
的 . 
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定义 

f:X — Y, OY: Q OY,, 

/(х) = (fi (z), f, (z), s f, Сж)). 
由 闭 图 像 定 理 有 

fishers fn 是 连续 的 
€> f 是 连续 的 
Өл, — x, Р(х) — y = (yy y,) of = 1,2,",n 

Aa y = f(x) 


Өх; — x, f; (x) — у; J = 1,2, •*,п 


ЩО у, = fj(7),j 一 1，2，…，7. 

下 面 的 引 理 是 常用 的 , 略 去 其 证 明 . 

3183.5 4 H,,H, 是 Hilbert 空间 , 令 h€ H£ € H,, Ай || = 1. 定 义 1 
RAT 


h © 6: Н, — Н,, 
h @ EW = (А, 


Дул С él = ПА. Ки л, @ E—~h @ & 4AM А, — А. 

定理 3.7 ж ВНУ — 4 C'- FRM. | 到 空间 上 第 0 类 一 般 对 称 算 子 代数 .4 其 
型 为 (如 ,$,q,0) , 则 它 是 闭 的 充分 必要 条 件 是 $,g 和 9 都 是 连续 的 . 

证 明 ”假设 .4 是 闭 的 . 令 {M;) с 5. Н 


М, 一 ~M， 
$(M;) — A, 
$(M; )* — A’, 
(M) — Y, 
q(M; )— Y’, 


0CM; ) =». Т. 
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因为 如 是 闭 的 ,所 以 M € Z. ë 


$(M;) q(M;) QE 0(M.) 
A; = M, 7] @ q(M; ) , 
ФМ; ) ` 


А Y@é T 
A= М 7QY |， 
则 A; 一 一 A. 由 A 是 闭 的 , 且 A;€ .4.# AA € A.A 
A = $(M), 
A’ = $(M*)*, 
Y = q(M), 
Y = gM“); 
ӨМ) = T. 


由 引 理 3. 4,8,g 和 0 都 是 连续 的 . 
反之 ,假设 $8,q AO 都 是 连续 的 . < 


$(M;) q(M;) @ ë 0(M,) 


A, = M, 7 & q(M; ) є A, 
$ (M; )* 
并 且 
A YOE T 
A; 一 ”~ 人 = M тҮ Р 
A’ 


М, = М,ф(М,) — Л, 


q(M;) — Y,q(M; ) 一 ~Y， 
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#(M; )' — A" ,0(M,) — T. 

因为 如 是 闭 的 ,有 M c 如 .因为 $,qg 和 0 都 是 连续 的 ,有 
#( M) = А.Ф(М` )* = As 
q(M) = Y ,q(M' ) = Y', 


并 且 0M) = Т. 于 是 


ФМ) q(M) OE T 
A= M OMODE A, 
# (M y" 


所 以 .A 是 闭 的 . 
定理 3.8 令 如 是 B(H) 的 一 个 C*- 子 代数 .Tl 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 第 | 类 一 
般 对 称 算 子 代数 .4 其 型 为 (如 ,E,V,$,q) 是 闭 的 , 当 且 仅 当 玉 和 V 是 闭 的 ,$ 和 g 连续 的 . 
证 明 ”假设 .A 是 闭 的 . 由 类 似 于 定理 3.7 的 证 明 , 知 道 $8 与 q 是 连续 的 . AAA AC,3) 
ЕЖ, ЕИ. РУ, 


(Yil) Є У, (Ү,.2;) —~ (YZ), 


则 
0 Y,@€é 0 0 Y@é 0 
A; = 0 »@Z,|—-A= 0 7©®7|. 
0 0 
HAXA Є А.А є A. 所 以 (Y,Z) Є V. 
反之 , 令 
$M) (q(M,) + Y,) © ё 0 
A, = M, 7 ® UM )+ Z) |є A, 
$ (M? ) ` 
jË R. 
A Y@ë 0 
А, — А = M 1092 И 
A’ 
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因为 如 是 闭 的 ,有 M = limM, € V. ХН $ 15 q 是 连续 的 ,有 
A = limg(M;) = $M), 
A’ = lim (M? )* = $(M"*)*, 
q(M) = limg(M,), 
q(M* ) = limg(M; ). 
因此 ， 
-Y’ = Y —q(M) = limY,, 
2 = Z—q(M' ) = limZ,. 
AV ÆA, ACY ZO € V. 由 .4 具有 A(1,3) #ЕЛ 4A BAL A Є A. 
定义 3.12 BH BCA) 的 一 个 C"- 子 代数 .一 个 了 [型 (如,Z ph p) 称 为 是 闭 
的 ,如 果 对 任意 {M;) SB,{(A)S Z ,满足 下 列 条 件 : 
М, + М, (M) +A, —A, 
$ (M) + g(A;) — T, 
则 有 
yA—$M)) = P — $ (M). 
定理 3.9 B&H BOA) 的 一 个 C*- 子 代数 .1 空间 上 具有 性 质 A(1,3) 的 H. 类 一 
WOT RAF RM ARBOR. Zoi.) WA EAN RTM BAEECR, Z phs 


$.) 为 闭 的 . 
证 明 必要 性 是 显然 的 ,来 证 充分 性 . S 


$M) + A, 
E A, 


$, (М) + CA.) 


满足 


А; —A = 
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因为 女 是 闭 的 ,有 
M = limM; € Z. 
SA’ = A—#,(M). AHAC Z ph ,#) 是 闭 的 ,有 


¢,(M) 十 人 
A= M € A, 
Ф (M) + CA) 
所 以 .A 是 闭 的 . 
定义 3.13 令 如 是 B(H) 的 一 个 C*- 子 代数 .一 个 Hl, BOB. ZE Vp f. f. t. 
$; ,qi oqz) 称 为 是 闭 的 ,如 果 对 任意 


{Mi} CBA} CZ YZ) € V, 


满足 
М, — M, 
Ф (М, +A; л, 
$ (M,) + (A) 一 ~ 卫 ， 
q (Мә + fi(Ai) +Y, — Y, 
d (M,) + f. (A) +2, — Z, 
则 有 


A—%(M) € 7, 

CY — qı (M) — fi(A—$,(M)), 
Z—q (M) — (А = $ (M))) € V, 
¿(A — $,(M)) = Г— Ф, (М). 


定理 3.10 BH BOA) 的 一 个 C"- 子 代数 .1 空间 上 具有 性 质 A(1,3) 的 [类 的 
一 般 对 称 算 子 代数 .A AOR. Z EVs fis fe obi $2 дас) Wl A E A B ВО FE SP Op, 
BAEC B.Z EVs bs fi. f. $i; qi qI) AAW. 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,只 证 充分 性 . 令 
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Ф (М) +A: (gq (Mi) + fi(Ai)t+Y) © ë 0 
Р M, л @ (М) + АХАЛ +2) |ё A, 
$, (M, ) + A(A;) 


并 且 
A YWE 0 
A, 一 ~A = M QZ 
r 


因为 如 是 闭 的 ,有 M = limM, Є B. XN Z .Е.У.ф. fis feb 9: qi G2) 是 闭 的 ,有 
A’ =A—$(M) є Z 
和 (Y“ ,Z ) EV, 并 且 
Y = Y—q(M) — ficA—% (M), 


z = Z — ф (M) — f2(A—4,(M)), 


因此 ， 

As M 7@ (L (M) + %ь(4›+7)|Є A, 
$, (M) + yA’) 

所 以 .A 是 闭 的 . 


定义 1.14 SBE BCH) 的 一 个 C*- 子 代数 .一 个 Mo BOB DZ Zhe di 1b) KA 
是 闭 的 ,如 果 对 任意 
(Мс #. (A) с ZT, € 2, 
满足 
М, —M,$ (M) Л, А. 
$, (M) + (ЛӘ +P; — T. 
则 有 
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LI — (A — 9 (M)) Ф (М) € 2. 


定理 3.11 SBR BCH)ñJ—  C'- FRE [空间 上 的 具有 性 质 A(1,3) W M. 类 
一 般 对 称 算 子 代数 .4 ,其 型 为 (如 ,到 ,五 ,yy 加 ,po), 则 A 是 闭 的 的 充分 必要 条 件 是 (如 ， 
Z: Zp hi b 为 财 的 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 .来 证 充分 性 . 令 
$ (М) + A, 
€ A, 


# (M,) + (Ai) + T, 


Ж 
raul 


А, = А = M 


J 
HS EHR. A M = limM, Є #. AACE, Z. Z... $.) 是 财 的 ,有 
A’ = A— (M) є 2, 
Г = T — (A — $ (M)) — é (M) € Z. 
因此 ， 


¢,(M) 十 人 
€ .4. 


$, (M) + pA’) + T” 
所 以 .A 是 闭 的 . 

定义 3. 15 SBE BCH) 的 一 个 C* Si 子 代数 . = Ш ,- HCB... ,Е,М,ф, f , Ў» 
Ф... 92 gi 82) 称 为 是 闭 的 ,如 果 对 任意 


IM) S B {AH CANT € Z 


(Y,, Z) € V, 
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满足 

M; —>M,$,(M,) +A, — 4., 

(М) + pA) HT; — T, 

a (M;) + РА) +e (P) +Y: — Y, 
并 且 

4 (М) + f. (A) + g (ГО +Z —— Z, 
则 有 


A—% (M) € Z, 

Г g(A—$,(M)) — (М € Z, 

(= Ф (M) + fi(A—$,(M)) + g (P — (A — Ф (МЭ) — $M)), 
Z—q.(M) + РА = Ф (М)) + g, (Г (A — Ф (М)) — é, (M))) Є V. 


定理 3.12 + #EB(H)RJ— 4 C'- FRE [人 空间 上 具有 性 质 A(1,3) їй Ш, 类 一 
般 对 称 算 子 代 数 .4 ,其 型 为 (好 Zs Zs E.V. fis fo obi obo 001 qa +81 182) ， 则 .4 是 闭 的 的 
充分 必要 条 件 是 (如 ,ZZ ,了 ,EV ,yfi,f2 ;加 ,$8 ,qi1,q4:，,g81,8:) 为 闭 的 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,这 里 只 证 充分 性 . 令 


$M) +A; YOE 0 
дк M, 1 @ Z, є А, 
$ (M) + CA.) + Г, 
这 里 
Y, = а (МӘ + f, (A) + g (P) +Ү,. 
Z = (М) + ACA T (Г) +Z, 
并 且 
A YWE 0 
Г 
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因为 如 是 闭 的 ,有 M= limM, Є B. LACE- л. 2.Е,У,ф,. fi sf Pr 5% Gi +92 81 +22) 是 
闭 的 ， 


有 
Д = 1-6 0м € Z, 
及 
Г = Г- yA # (М)) AM) € 2; 
并 且 
‘iy ,Z'y € У, 
Y =Y—q(M)— fi (A— é (M)) — g (D — (A — ñ (M)) — é (M)), 
Z = Z—q:(M) — f) (A— Ф (M)) — g. (P — pA — Ф (МЭ) — ф, (МУ), 
因此 ， 
AM 十 A (Y+Y) ё 0 
A= M 7 四 (+2ZD) |E A: 
Ф (M) + yA’) + T” 
这 里 
Ў = Ф (М) + АА) +в. Tr), 
Z = z (M) + f, (A) + g: (T). 
所 以 .A 是 闭 的 . 


$ 3.6 一 些 子 代数 的 情况 


本 节 首 先 给 出 六 类 具体 的 一 般 对 称 算 子 代数 ,然后 给 出 一 个 不 是 对 角 型 的 第 0 类 一 般 

对 称 算 子 代 数 . 
例 3.1 44 EM BH B(Z) 的 可 乘 线性 映射 . 则 0- 型 (好 ,加 ,0,0) 对 应 下 列 算 子 代 
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Ж: 


| 
IME + 
$o (M* )* ; | 


513.2 Sb. EM BR B(Z) 的 可 乘 线 性 映射 . 则 工 型 (如 ,E,V ,8p,g) 对 应 下 列 算 子 
КЖ: 


WM) (q(M) + Y) @ ë T | 
a= M 7@®@(q(M*)+Z)||ME B.TE E,(Y,Z) EV». 
$ (M° | 


例 3.3 本 -型 (如 ,了 ,yy,0,0) 对 应 下 列 算 子 代数 : 


мє Р 
и | 


例 3.4 П 006.7 .Е,У,1,0,0,0,0,0,0) 对 应 下 列 算 子 代数 : 


<-| | 


这 里 人 ME BAC ZTE E,Ə(Y,Zy EV. 
013.5 Im. #(2.Z,.Z.0,0,0) 对 应 下 列 算 子 代数 : 


- 


013.6 Ш„Ж®(/2,7.7.Е.\/.0,0,0,0,0,0,0,0,0) 对 应 下 列 算 子 代数 : 


a=} | 


这 里 ME BAC ZTE 2,ТЄЕ,(Ү,7 € V. 
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A YQE T 
M 7 @ Z 
A 


A 
M 


| ME | 
r | 


A Y@E T 
M 7 @ Z 
P 
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例 3.7 存在 一 个 第 0 类 的 算 子 代数 , 它 不 是 对 角 的 算 子 代数 ,例如 ， 


a OAD бе Atg 


à +a 
ute 


e" @ OAs)" :ac Є С 


Elh 空间 上 的 第 0 类 算 子 代数 ,这 里 
Ih = (2Ф Н) +2, 
Н 是 一 个 Hilbert 空间 ,并且 
dimH = 3, 
Z = span{e},Z" = span{e"}, 
(е,е) = 1 = [е,е" ],[e,e] = [e* ,e* J = 0. 
TR ADER К. 
A ADAM AAR AMA Sa ie Pk“ +” PRAAW.4 А.А, € AFH 


a OA sm)” е А + 


а 


Ai Fa е" © (0,д, р)" , 


pı ta 
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则 


A, A; 


这 里 
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Q2 


А, = 


ауа? 


(0,A2 +72)" Qe 


Аг + az 


2 + аг 


Ре + pe 


е“ & (0,24; 52)" . 


CO said2 + аА! 十 和 As sQ u2 + агр + mp)" Ф е 


олаг Ін + 


аА + азА\ 十 AiAz 


ai yz F azp F pi p 


y = aip + азр + аА + аА + А.А + pi pe ， 


一 CO,aiAz + ard; + AjA2 „1/4 + агу + pipe)". 


因此 .4%4 是 一 个 算 子 代数 .显然 A。 是 0 型 的 . 
此 例 的 详细 论证 将 在 第 四 章 进一步 叙述 . 


ауа? 


ee AATA 
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§4.1 引言 


Shulman 在 1971 年 给 出 [ 空间 上 第 一 类 算 子 代数 在 正规 分 解 
Ih = (Z@ H) + Z° 


下 的 形式 为 
à Ak t 
a= lI + M Abs we Bw eD 
À 
这 里 


Al, = (q(M") @ Y © PU) @é, 


Аһ = 7® UM) © W D U), 
YWERCHAULEC, 是 没有 单位 的 C”" -代数 ,R 是 对 如 不 变 的 子 空间 ,Di Cher B, 


q: &—> H Жі. 
E S 2.1 PSP 4a ГП, 空间 上 有 单位 的 第 一 类 闭 算 子 代数 . 这 是 Shulman 意义 下 第 一 类 


算 子 代数 . 
Al; AL T | 
a] ln tM A$ |IME Z, 
ЛІ," | 
这 里 


Ai, = (M) @ Y © PU) Qe, 
АҺ = 7® (gM DW O U), 


YWERUED.TETAECC, GEC -代数 , 并 且 单 位 算 子 I g BRT H E xF 9, 
不 变 的 子 空 间 ,D CH',D C ker B, q: 如 一 > Н* 是 拟 向 量 . 
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$ 4. 2 一 类 特殊 映射 的 构造 


本 节 是 为 了 给 出 [|: 空间 上 第 一 类 算 子 代数 的 另 一 种 形式 而 做 的 准备 工作 .主要 是 构 
造 一 个 特殊 的 映射 . 

在 | 由 空间 的 正规 分 解 

П, = (Л Ө H)+ Z` 

H, He], 型 空间 ,QZ ,2 是 [空间 的 零 性 子 空间 IF H FJ ЛИМ {Ю.П Z Zp fr EE 
向 量 组 x;, 和 yj ВС у; ] = Oy 0,7 = Lovee k. “O” FKL. + ] 的 直 交 和 ， 十 ”是 线性 和 . 
ЖН 2,2 与 巨 三 部 分 按 (",*) 是 相互 直 交 的 .如 果 2 的 维 数 等 于 &, 则 互 是 Hilbert 空间 . 

设 .4 是 | 空间 上 一 般 的 对 称 算 子 代数 , 则 .4 有 零 性 不 变 子 空间 . 令 Z 是 . 的 维 数 最 
大 的 零 性 不 变 子 空间 ,并且 dimz = k. 

设 Z 为 Z 的 对 偶 , 记 

Н = (Z+ Z* УНА, 
WW H f&— Hilbert 空间 ,于 是 得 到 空间 [[ 的 正规 分 解 
П. =(Z@ H)+Z'. 
НХК Z X J ASE IJ ЖАШ BL 28 hb Л 也 是 .和 的 不 变 子 空间 . BZD H th AY 
不 变 子 空 间 . 
A {e 9@2 seter} 是 Z 的 标准 正 交 基 , (ег „е; gt ee } Ж Z* 的 标准 正 交 基 , 且 与 {ei „е; 
е} 成 偶 对 , 即 
[ее 1 = 6; G, == leak), 
取 算 子 
Ji € B(Z* ,Z),J, € B(Z,Z" ), 


满足 下 列 条 件 : 
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则 得 相应 于 正规 分 解 的 度 规 算 子 为 : 


J; 
Fih l 3 H 上 的 单位 算 子 . 

Ji = J.J J, = 1z,JJ = Iz. 
AA 7,7 外 日 都 是 .A 的 不 变 子 空 间 , 所 以 对 任意 的 算 子 X € .A 有 下 述 分 解 : 


Xi Xiz Xiz 
Xz X23 
X33 


. 


Ж Х.Х Ж ОХ, ABE k X k EE. EJ AJ МЕШ F ,Z 与 2 是 同 构 的 ,并 且 B(2Z) 与 
B(Z° ) 中 的 算 子 不 加 区 别 . 此 时 


Хз Xs Xr, 
ХҲ* = JX ` J = Xx Xr; 
Хү 


对 算 子 代数 .4 , 令 
0}, 


lI 


-LA = {xX | X€ А.Х 
A@= (X| XE А.Х = Хз = 0}. 
it „А el]. 空间 上 一 般 的 对 称 算 子 代数 . BAL A 10), HALAS AL , 则 .4 是 第 工 类 的 . 


记 
0 0 X's Xi X: Xs 
Аз = 0 0 | XE A,X = X, Xz ’ 
0 X33 


则 A 是 对 称 子 空间 , 即 平凡 的 对 称 代数 . 
TE: OD 一 个 一 般 对 称 算 子 代数 加 上 条 件 A(1,3) 后 与 原 代数 最 多 相差 一 个 有 限 维 代数 . 
O А.А = AA. 
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引 理 4.1 设 .A 是 第 一 类 闭 算 子 代数 , 则 如 = Aw 是 C* - RE. 

证 明 W dimZ = dimZ" = 二 有 , 且 .A 是 闭 算 子 代数 ,所 以 Ain 是 闭 的 . CAM # ” ë 
算 封 闭 , 所 以 An 对 “* ”运算 封闭 .于 是 An 是 电 上 的 C*- 代数 . 

引 理 4.2 ” 设 .4 是 第 一 类 闭 算 子 代数 , 则 存在 同 态 $: 如 一 > BZ, # = Ain 和 映射 


J: 如 /ker$ 一 > B yM) = M( 只 取 一 个 代表 元 素 ) ,使 得 .4 中 元 素 具 有 下 述 形式 


¢(M) x x 
M+M, * , 
pM" )* 


M, € ker$,M = МЄМЄ B /ker$, 


其 中 ФМ) = 0,484 M = 0. 
WE RH 令 .4 是 第 工 类 的 ,Al,4A，E AHA 


Ai x x 
A = А» ШЕ 
Азз 
A x x 
A, = А» Æ N i 
Аз 
则 
Au A‘ * * 
А, — А, == 0 * Є AM, 9 
As = Аз 
HANS Mt, ,有 Ay = A‘ Ay = Ata. 因此 存在 
$: 好 一 一 ~ В(7),Ф(А,,) == А} 9 
$: S— B(Z" ),¢' (An) = Aas» 
因 
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Азз % Ы 
А? = An * 
Ал 


PUA P СА) = $ СА)", H # (An) = Ф (Ah). КОВА. 不 难看 出 ker$ = Myns 
ЖН ker$ © 如 是 一 个 理想 . 所 以 我 们 可 以 定义 在 类 М 中 只 取 一 个 代表 元 的 映射 如 下 : 
2: /ker$ —> B yM) = M. 
A 00) = 0. 并 且 有 
(aM) — ap(M) € keré,a Є С, 
ФМ, + M,) — ФОМ, ) — yM: ) Є ker, 
pM, M: ) — pM, OY Ms) Є ker. 
lA EAH. HAG ALY. A f ker 是 闭 的 . 令 


X = M, + M, = M, 十 Mo ,Mo ,Mu Є ker, 


X,M,.M, € А.М, — M, € ker$. IN jk, ФМ) = y(M). 于 是 如 中 的 元 有 下 述 形 式 : 
X 一 AM 十 M,M € ker¢, 
M 一 CM) Є М є B /kery. 


即 A 中 的 元 有 下 述 形式 : 


$(M) * * 
M+M, x „М, € ker$,M = ФОМ). 
$ CM" )* 


这 里 , 当 M = 0 WY ,#(M) = 0. 反 之 , 当 $(M) = 二 0 时 ,由 vy 的 定义 知 M = 0. 
今 日 是 一 个 Hilbert 空间 ,五 按 下 列 内 积 和 线性 运算 : 


ax =ar,a € C,x € H 


(х,у) = (х,у) 
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构成 一 个 Hilbert 空间 H. 


Н =НхНх-++хН, 


则 
Н ФН = IYG W | Y € H*,W € H) 


按 通常 方式 也 是 一 个 Hilbert 空间 . 
对 任意 


Y@W € HOM, 
Y = Cyr so ° уь)» 


W = Cw, 9 We ott We) 5 


如 同上 章 定 义 映 射 


ш 
Hs 


Y = (yi syoottt oye) s 


é = (e, 9@2 ey 7 


87 


B Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


7 = (er ‚ез е Ja 


W = (ш, s W2 sW). 


反之 ,对 AE A， 
0 Ar 0 
A= 0 А, 
0 
则 存在 Y,W € H 满足 : 
Au = Y @ ë, 
Аз = n@ W. 


IE: AER X k ERM A(Y OO = (AY) 9 ё. 
ЯШЕ Т.Н © H НН, y @ уо —— < Ф y, A 
(I(yBw),s BD = (165 ©) + y @ ш). 
S D C 下 是 线性 子 空 间 , 己 是 DP БЕЖАН f. AE Per = ar, € Р. АР 
图 {Pr 四 x | x E€ р) 是 对 7 不 变 的 子 空间 ,其 路 二 TX 了 TX… ТСЕ З). 
于 是 , 子 空间 V — H O Н" 对 天 是 不 变 的 , 当 且 仅 当 存在 子 空间 RC H, DER 和 
D E BJ Ji zk E P f Р 满足: 
PX = X, X € D; 
ЖН. 
V=(R@R) @ (PX @X | X € D). 


引 理 4.3 ”在 上 述 子 空间 V 的 结构 中 ,D C kerker$. 


证 明 令 
0 x ж 
A= M <|€ M., 
0 
0 Үбдг 0 
B= 0 Оте ANN M., 
0 
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则 
0 0 x 
AB = 0 7& Mw 
0 


因此 当 W ER 时 ,有 MW,M*W € R. Jr), RI Xt Ah | pRB. AWE DCR- RJ ,# MW 
€ R. Kik MW = 0. Вр DC kerker Ahn. PUA D C kerker$. 


§4.3 拟 向 量 性 质 


给 出 拟 向 量 的 结构 ,为 下 一 节 证 明 主 要 定理 做 准备 . 


定义 4.1 qÆ C - REG FH Hilbert 空间 H* 的 线性 映射 ,w: 如 一 > Mou (矩阵 
代数 ) 是 代数 同 态 . 称 q 是 拟 向 量 , 如 果 


q(M, Ms) = w (M; ) q(Mi) + M,q(M,) , 
这 里 M ,M: € Ø. 
注 : 若 
q(M) = (yo sy) oy, € H, 
WA 
M,q(M) = (M, yi , M, yz, , Mi уь). 


引 理 4.4 RAIL 空间 上 具有 A(1,3) 性质 的 第 工 类 闭 算 子 代数 , 则 存在 C* -代数 
OR Н" 的 拟 向 量 g ,使 得 .4 中 的 元 素 具有 下 述 形式 : 


ФМ) (q(M') @ x) @ ë * 
M 7 ® «(М Ф +) |,меє B. 
$(M")* 


证 明 由 引 理 4.1 一 4.3, 可 以 设 A,A, € AFH 
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$M) YWE 0 
А, = M W Й 
ФМ) ` 


$M) YOE 0 
A, = M OW 9 
$(M* )* 


这 里 YBW,Y Ow’ evt. I 

0 (Ү-Ү) QE 0 
A, — A, = 0 ТО (W — W ) | € ANN Ant. 

0 

所 以 
(Y-Y) @W-W’) € V,Y = Y',W = W'. 
可 以 定义 一 个 映射 : 
q: B—> H: ,q (M) = W, 


由 .4 的 对 称 性 有 Y = gM ). iZ 


$M) MOE 0 
А, = М, 7 q(Mi) |, 
$ (M; ) ` 
#(M,) q(M; ) OE 0 
A, = M, 7®q(M,) |, 
$ (M; )* 


通过 计算 А.А, а 是 拟 向 量 . 
定义 4.2 邻 如 是 一 个 x -代数 ,加 (或 g): 好 一 ~ ВОХ) (9 Hilbert 空间 H) 是 一 个 映 


X — X Є GB, 
$y (X;) —= Xip CX? ) — Xi, 
90 


第 四 章 ” 算 子 代 数 的 其 他 形式 及 弱 闭 一 致 闭 等 价 条 件 m 
(q(X;) — Xi (X? ) —> X1)， 
蕴涵 
$o(X) = X p(X") = Xi, 


(q(X) = X sa(X) = Xi). 


Š 4.4 第 一 类 算 子 代数 的 形式 


本 节 给 出 第 一 类 算 子 代数 的 另 一 种 形式 定理 ,进而 得 到 两 个 推论 ,描述 了 第 一 类 算 子 
代数 的 两 个 特殊 情况 .最 后 给 出 一 个 不 具有 Shulman 形式 的 第 一 类 算 子 代数 . 


定理 4.1 设 .4 是 [|; 空间 上 有 单位 具有 A(1,3) 性 质 的 第 一 类 闭 算 子 代 数 ,Z 是 ,A 的 
FHER EFS [Н]. Н dimZ = k. 则 代数 .4 在 正规 分 解 


J, = (Z@ Н +2: 


下 的 形式 为 : 
$M) А, T | 
A _ M+M, А, ||М„Є ker$,M = yi. 
| $ (M° )' 
这 里 


Ay = (q(M' ) + q(M; ) @ Y @ PU) QE, 


Аз = т@® (q(M) +q(M,) DW OU), 


ME B /ker$,y 是 在 类 M 中 只 取 一 个 代表 元 的 映射 ;Y,W CRUE D.T € E,EC B(Z` , 
Z) 是 对 称 的 线性 子 空间 . /7 = An BH) 是 C -代数 ;RC H 是 对 如 不 变 的 闭 线性 子 
空间 ,$: 好 一 > B(Z) 是 同 态 ,q:ker$ 一 >H* 是 x- 闭 的 拟 向 量 ;D,R,{gq(M,) | M, € ker$) 
是 相互 直 交 的 ;DC kerker$,$ (M)'U = MU;P E B] BJ ie $ü zg E Pr r. P = ІН. 
(Y,W),(PU,U)., 

91 


E Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 
(q(M.,),q(M,)),$%$(M) T € E,T Є E,M, M: ‚М Є B. 


证 明 ”必要 性 : 设 .4 是 具有 A(1.3) 性 质 的 第 I 类 闭 算 子 代数 . H E X HI ANN Aí, 
= {0}. 由 引 理 4.3 有 


0 Y@eée T 
mn m= 0 ‘ov vewevrer, 
0 
由 引 理 4.4, .A 中 的 元 有 下 述 形式 : 
$(M) (q(M*)@Y) QE Т 
M 7 四 (gq(M) DW) |, 
é (M° ) 


这 里 ME Aun YOW € V,T € E. q: Ан > Н 是 拟 向 量 ,p 是 线性 可 乘 映射 .由 .A 的 
对 称 性 知 ,E Анк ”运算 下 是 封闭 的 . 
Al ARAN A 的 理想 ,所 以 


0 Y@é T #(M) (q(M*)@Y’) @ ë T” 
0 QW M 10 М @ W”) 
0 $ (M* )* 
0 M*Y@E (W',Y)+ Té, (M*)* 
= 0 79% MW |E ALN AN, 
0 
A#M) (q(M*)@Y’) @ ë Г 0 Y@é T 
M 7 @ UM) @ W”) 0 том 
$o (M: ) ` 0 
0 é (M)`YYG@ £ W,Y) +é MT 
= 0 т Mw € ANN At 
0 
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Auu RQD C R@ D,(Y,W) € EYOWEV. 
于 是 
(Y,W),(P,U) € E,Y,W € R,U € D. 
& D =0, WAR S R. 因 .A 对 乘法 运算 封闭 ,所 以 ,对 
M,,M, € „Ан, 9М;),9 M):) € E. 


由 引 理 4.1, Ан С'- КЖ. A RAI Ag 是 x- 闭 的 ,V 是 闭 子 空间 .所 以 R， 
D B] f li] ,并且 已 是 闭 算 子 . 
Ф А,А, € AFH 


$ (М, ) (q(M; ) Ф Ү, Ф РО, ) QE Ti 
А, == М, 7® QM) OW, OU) Н 
$ (Mt y" 
0 (q(M; ) © Y, QPU): ME T; 
А, = M, 7 (q(M,) © W, @ U,) . 
0 


由 引 理 4.3,4.4 RALC .A 是 理想 ,有 


0 Yu As 
A,A, = M.M, Үз|Є Л. 
0 


其 中 
Ү = {q((M, M,)" ) Ф [Ф (M. ) ` Y, +M.Y,]@ ¢(M,)* PU,} @ ë, 
Ya = 7® {q(M, M, ) Ф M.W, © M. U,). 


HA (RG D CS R@ D, K AR SR, AnD C D. НЯ 4.3 Я D C kerker$. 


ТАЕ Ф (М) О = MU. £ А,,А, € A, 并且 
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$) CM ) (ам ) 中 Y, @ PU,) WE 0 
A, = M, + M, 7® М) © Wi OU.) |, 
$, (M; )* 
A, = M, 7 @ (q(M,) 中 W, @ U, ) . 
0 


其 中 M, Є kerd.M, € ker. Ml 


0 Ү WE x 
A, A, = M.M, + M, M, 7® W . 
0 


这 里 
Y = %(M,)* Lq(M? › © Y, © РО, ] + M; [q ( M; › © Y, © РО\]. 
W = (M, + M,)[q(M,) @ W, @ U, ]. 
HAR SR, AnD С D,D C kerker$, 有 


$ (M.)' PU, Ф М.О, € (PX G X | X € D), 


P$, (M,)* PU = M U,U € D. 
Al P Jt HEN. K P = 1,48 
$o (M,)'U = MU,M, Є B.M, € ber$ ,U E T; 


充分 性 :首先 验证 .4 是 算 子 代数 . 显然 .4 对 线性 运算 是 封闭 的 .对 A L.A, € „Д.Н 


$(M) Ү!, Т, 
A, = M+M, Үз 
Ф(М')* 


其 中 


Ү = (q(M* ) + q(M; ) © Y, ФРО,) QE, 
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Үз = 10 (q(M) +M) OW, OU); 
$M’) Yiz T, 
A; = M + M, Yt , 
Ф(М'')"' 
其 中 


Yt = (q(M' ` ) + q(M; ) Ф Ү, Ф PU.) @ &, 
Ү?, = 7® (q(M') + q(M.) @ W, @U:), 


并 且 


gCMD%CM ) YG ë T 
A, A, = (M+ M,)(M’ + M,) 7 б) W . 
#(M')' $ (M'` )* 


= #(M) ` [q(M’* ) + q(M; ) © Y, © PU, ] + 
(M'' + M; )[q(M* ) +q (M; ) © Y, © PU, ] 
= [q ( (MM!) ' ) + q( (M, M' + MM, + M.M.) ` ) ® 
[¢(M)* Y, + (M'* + M; )] @ [#( M) * PU, + M’* РО, ]; 
W = (M+M,)[q(M’) + q(M,) © W, @ U, ] + 
$(M* )* [q(M) +q(M,) OW, ФО, ] 
= [q (MM) + q(M, M’ + MM, + M.M,)] @ 
[(M+ M,)W, + ¢(M’)* W,] © (МО, + Ф0М') U, J; 
Т = $(M)T, + (q(M') + q(M,),q(M* ) +q(M,)*) + 


(W,,Y,) + (U: PU) + T,¢(M'")*. 


PMU, = P$(M)'U, = P#(M)! PPU, = $(M)* PU,, 
Pé(M’*)*U, = PM'™U, = PM’™ PPU, = M'PU,, 
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与 
#(M` ) Үү» Тү 
Аў = M* 十 Mr Ү» 
$ (M)* 
这 里 


Ү» = (М) + q(M,) PW, GO 0,) QE, 
Үз == 7® (q(M* ) + q(M; ) QY, Ф PU. ). 


At ARREA # ”运算 是 封闭 的 .所 以 .4 是 一 个 代数 . AW E C -代数 ,9 是 *- 闭 
的 ,R AD 都 是 闭 子 空间 ,并 且 P 是 闭 算 子 ,所 以 A 是 闭 算 子 代数 . 


算 子 代数 .4 的 理想 
0 Y@é T 
m=] 0 10W vovevrezh 
0 
0 (gM )@Y) @é T 
m=] M, 7® UMI @W)|| YO W c V.T € e 
0 


其 中 M, Є ker$. AIK ALA (0), ANG AN. 所 以 A 是 第 I 工 类 的 闭 算 子 代数 . 
推论 1 在 定理 4.1 中, 如果 $M) = tIz,M € 如 ,; 则 代数 .4A 相对 于 正规 分 解 


IL =(Z@®H)+2" 


有 下 述 形式 : 
tlz QM ) @ Y @ PU) QE T 
a= tI +M, 7® UM) G W GO U) | | M, cht 
tI z* 


HPYWeERUED,TEE,EC BZ" ,2Z) 是 对 称 线性 子 空间 . B = Anu BCA) kerh 

是 C -代数 ;RC H* 是 对 ker$ 不 变 的 子 空间 ,q:ker$ 一 >H" 是 一 个 x - 闭 的 拟 向 量 ;D,R， 

{q(M,) | Mo € ker$} 相互 直 交 的 ,DC kerker$,$(M)'U = MU; P BAM FE PEAR ER +- , Р? 
96 


SOR ” 算 子 代数 的 其 他 形式 及 弱 闭 一致 闭 等 价 条 件 m 


= 了, 并且 满足 : 
(Y,W),(PU.U),(q(M, ).q(M,)),¢(M)T € E, 
М,,М, Є keré,T € E,M Є ker$. 
证 明 ЯЕ 9С) = 0, 这 由 拟 向 量 定 义 即 得 . 
推论 2 在 定理 4.1 中 ,如 果 keró = {0}, 则 代数 .4 相对 于 正规 分 解 
П, = (Z@ H) + Z' 


有 下 述 形式 : 
$(M) (q(M*)@Y@ PU) @ ë T 
а) M 7@ Q (M) © W GU) weal, 
$(M*)* 


这 里 Y,W € R,U € D,TE€E EEC BZ ,2Z) 是 对 称 线性 子 空间 . B= Ain ЄВ(Н) 是 
C -代数 ;RS H 是 对 如 不 变 的 子 空间 ,$: 如一 > ВОГ) 是 代数 同 态 ,q: 如 一 一 H* 是 x - Й] 
拟 向 量 ;D,R,{g(M) | M € 8) 是 相互 直 交 的 ;PS kerker$,$ (M)"U = MU; P RHR 
性 闭 算 子 ,并 且 P = L ИЖ 


(Y,W),(PU,U),(q(M,) .q(Mz)) .6(M) T Є Е,Т Є E,M, ‚М, »M Є B. 
例 4.1 SI]: 是 9 维 的 Pontriagin 空间 , 且 有 正规 分 解 
IL = 2Ф Н) +1", 


其 中 
2 一 spam 人 (6 人 名 ) 
与 
Z* = ѕрап (трт) 
是 对 偶 . 
H 一 个 6 й Hilbert 空间 . 置 
A (q(M*) @Y @ PU) QE T 
äs i Е +} P 1O «мМ @W@U)|| T € Mal, 


A 
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这 里 


A 


y 0 
Y = (yy W = (иуи ,из)", 

yi = (0,,0,,0,r,0,0)7 sy. = (0,0,0,5,0,0)". у; = (0,0,0,6,0,057, 

у = (0.05054 1050) sey = (0,050,200) 7. = (0,0050 50509", 


О = (0,0,u)7,u = (0,0,0,0,0,v)", 


0 
PU = (0,0,и)",90М) = q( 


b = (0,w,0)7, 
M 


0 = (0,0,0,0,0,0)",w = (0,0,0,0.4,0)", 
аА ss tuo’ Є Сър Є Муз. 


BW ARS 1 类 闭 的 算 子 代数 ,但 不 具有 S. У. Shulman 的 形式 . 


$4.5 IL 空间 上 一 个 算 子 代数 


Ж Fe TTL 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 的 结构 做 一 些 理 论 推导 ,证 明 具 有 A(1,3) Еж 
的 第 0 类 算 子 代数 必 是 对 角 的 . 


Shulman 给 出 ] 空间 上 闭 的 有 单位 元 的 第 0 类 一 般 对 称 算 子 代数 的 形式 ,如 下 : 


| 


其 中 In Н EMAAR H In ¢ BG H EN C -代数 . 
本 节 构 造 了 [1 空间 上 对 称 闭 有 单位 元 非 对 角 的 第 0 类 一 般 算 子 代数 的 一 个 例子 ,说 明 
第 0 类 算 子 代数 未 必 都 是 对 角 的 .证 明了 具有 A(1,3) 性 质 的 第 0 类 算 子 代数 必 是 对 角 的 . 
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A 
Aly + M 


:A € C.M € z. 
À 
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П. 空间 有 正则 分 解 
ll = Н, P- H 
其 中 (HH, ,[.,…];) Æ Hilbert 空间 ,( 万 ,一 [.,.] ) 是 一 维 Hilbert 空间 . Г, +], 分 
HC. e] EH EHRE. Ih 空间 上 的 正定 内 积 记 为 (.,.) 王 [, С, е), П 
(+, +) RA Hilbert 空间 . AMM EMA FHA J. We х,у € Ih. 
(х,у) = [Jz=,y] = [= ,Jy ]. 
IL al] F 098 РАА W RW tia a f-i 28 A? MKF IEE ARYA id у 
A* ,并 且 有 
А* = JA" J. 
Ж „А ЖКП, 空间 上 有 界线 性 算 子 所 构成 的 代数 BCT) 的 子 代 数 . 


由 .4 的 对 称 性 和 .A Z — Q, 知 2 的 直 交 补 也 是 .4 的 不 变 子 空间 . 于 是 .和 中 元 素 具 有 下 
列 形式 : 


à А t 
А = Az Аз|:АЄС.МЄ B., 
u 


这 里 А» Є py Ai Є B(H,Z),A,s Є B(Z' , H). — 
ANl={:A|lAE А.А» = 0), 


WW AD, 是 .A 的 双 侧 理想 . 设 .A 是 11 空间 上 一 般 的 对 称 算 子 代 数 , 若 -LA = 10}, 则 .A 是 第 0 
类 的 算 子 代数 . 


定理 4.2 ik 
| 0 Aiz Ais 
A= | М Аз|:.МєЄ ,А„ € В(Н,2),Аз € B(Z* ,Z), An € B(Z* ,万 ) > 
| | 


# Ab FES 0 类 的 算 子 代数 , 则 存在 线性 映射 : 
L: > B(H,Z); 


Li: 6— B(Z* ,H); 
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L: : ⁄— B(Z" ,Z). 


满足 条 件 : 
L,(MN) = L,(M)N; 
L,(M* ) = L,(M)" ; 
L,(MN) = L,(M)L,(N"* )*. 
使 的 


Ar = L, (M),As = L, (M), An = Іл (М) = L, (M' >°. 
证 明 由 .A 是 第 0 类 的 算 子 代数 ,存在 映射 : 
Lı: — B(H,Z); 
Li :Z—> B(Z` ,H); 


12:18 —> B(Z" ,Z); 


Ax = L, (M), As = L,(M),A,, = Li (M). 


显然 Li,L;,L1 都 是 线性 的 . 对 


0 LiM) L,(M) 


A= M 1% |є А, 
0 
由 .4 对 称 , 有 
0 LICOM” L, (M)* 
At 一 м LM 
0 


0 L,(M*) L,(M*) 


| 
< 
ce 
5 
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所 以 
L, (M` ) = L, (M)* , 
Li(M) = L, (M° >° , 
即 
0 (М) L, (M) 
A= M La M" )* 
0 
再 设 
0 (№) L,(N) 
B= N 1. М)" |€ 4, 
0 


则 由 .A 对 乘法 封闭 ,有 


0 LMN L,(M)L, CN ) 
AB = MN ML, CN )* 
ü ; 


(0 L (MN) L, (MN) 
= MN L, (CMN)* )* 
0 
于 是 
L (MN) = L, (M)N, 
L, (MN) = L,(M)L, (N° >°. 
在 [Ti 的 正规 分 解 中 , 取 互 为 3 维 Hilbert 空间 ， 


0 
A= А [нЕ Ch. 


Í“ 
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不 难看 出 万 是 及 上 无 单位 的 C* -代数 . 又 设 p,q € GA р.а ВЖ. HF L , L, 都 是 
一 秩 算 子 . 令 


L (p) = Y We, 
L (q) = Z@ е, 


ЖҮ = (0,1,0)7,Z = (0,0,1)7, 则 有 下 面 的 结论 . 
推论 3 在 定理 4.2 中 ， 


0 (0,4,4) We À +u 
0 
A= À е" С Osy) :ECr 
[7 
0 
0 
证 明 对 M= À ,由 定理 4. 2 
и 


L, (M) = L, Qp) + L, (ид) 


= AL (p) + wh: (q) 


MY е) + (Z @ е) 


| 


QY +82) @ e 


| 


(0,А,я)" б) е. 


L, (M) 


\ 


L: (Ap) + L; (aq) 
= AL, (p)L, Ср" )* + ala (1, (tg )* 
= MY Qe) YQ) +ul(Z@e) (Z @ e) ` 
=A+p. 

于 是 结论 成 立 . 


例 4.2 在 由 空间 的 正规 分 解 中 , 令 H З ЯЕ Hilbert 空间 , 且 
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a (0,X,Z) Qe А-и 
0 
A= alu + A e" Q (sary)? :ac E Cr, 
u 
a 


其 中 In E H 上 的 单位 算 子 . 则 . 巴 是 [Ti 空间 上 的 第 0 类 算 子 代数 ,但 .4 不 是 对 角 的 . 
证 明 首先 说 明 . 驯 是 一 个 对 称 算 子 代数 . 为 此 只 要 证 明 ,4 对 线性 运算 ,乘法 运算 和 
“#” 运 算 封闭 即 可 .事实 上 ,对 BE C;Ai,A, € А.Н 


a (O,Ai smi)’ Өе Atm 
0 
Ay = ailu + А\ e 6) 0054; 527 |5 
Га 
а 
aa (O,Az д) Qe А; + ш 
0 
Ay = аз1н + А» е" @ (0,А, ope)" |, 
“2 
а? 
ал Ay syi sa 5А sy € C. M 
Вал (0,P Вет)" Oe ВА + Ви. 
0 
ВА. = Baily + Bay е" © (0,BA Ви)" |$ 
Вит 
Ва. 
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a, +a (0,A1 Азат Hwe) @ e А +А + + 
0 
A, +A; = al 十 azTr + Ai 十 hz е" 四 (0 十 is, 十) |5 
ш + р 4 
al 十 az 
aiaz (Oraid: Fazài FAiA2 saipe + аз Fpi) @ e 7 
0 
A A; = aiaz: Iu + аА Hazàı БАА e" 05|; 


Qı 42 + а + рг 


ауа? 


у = Qt) [12 + азда + аА + аА + АА + pipes 


ô = (Oraid: аА: РАА say + op + piper)"; 


a Odoy) бе Atm 
0 
Af = aly + Ai e` & (0,A1 урт)" ` 


= 


故 . 和 4 是 一 个 对 称 算 子 代数 . 


显然 . 么 有 单位 且 闭 .由 于 aln + A 一 0, 等 价 于 ac 一 1 三 /一 0. 因 此 .4 是 第 0 


类 算 子 代数 . 显然 .4 不 是 对 角 的 . | 
0 0 1 
ИП, 空间 上 的 算 子 代数 .4 , 若 | 0 oleA4A, 则 .4 具有 A(1,3) ЖЖ. 
0 
定理 4.3 П. 空间 上 具有 A(1,3) 性 质 的 第 0 类 算 子 代数 是 对 角 的 . 


证 明 若 .4 具 有 A(1,3) 性 质 , 则 对 任意 
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An 
A= 
A 
0 
A 一 
于 是 
An 
B= 
É А) =yWeye н, 
В* 
而 
BB* = 
这 里 (y,y) 是 内 积 , 即 有 
0 0 
0 
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Ax Ais 
А» А» Є A ’ 
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是 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


再 由 .A 是 第 0 类 的 ,有 (y,y) = 0, 即 y = 0. 于 是 A: = 0. Н А = 0. 故 .A 是 对 角 的 . 


Š 4.6 A .一 致 闭 等 价 条 件 


Ж ї 9+ % Ропігјаріп 空间 上 一 组 Shulman 意义 下 的 六 类 一 般 对 称 算 子 代数 弱 闭 和 一 臻 
闭 的 等 价 条 件 , 得 到 一 个 等 价 条 件 定理 . 


C 表示 复数 集 ,M 表示 CERI kX k EERI. S 
Y= (yi ¿S Sad ses 


Z w (ж, Zag tye). 


将 有 限 秩 算 子 
(у @ e + у» Qet + y, & е), 
和 
(er @ = tet ++ +e @ x) 
SPH Y G € Aly @ Z 表示 . 


(1) & Z( Æ Hilbert 空间 Н KWAP < -代数 ,In 是 及 上 的 单位 算 子 ,并 且 In € 2. 
置 


tl, 
oun | tlu +M пе C HMAT Є M MEZ >. 


ty 

(2) 21 E: Hilbert 空间 互 上 的 算 子 x - 代数 , 太 是 互 上 的 单位 算 子 ,并且 In € 2. 
di:Cl 一 ~ 万 ,是 线性 映射 , 且 满 足 : 

q (AB) = Ag,(B),A,BE &. 

S R, fi H PHA 不 变 的 子 空间 ,R; 直 交 于 q (CA) ,D; AEF R,, P, НЕЯ, 
HWE Р? = Ip ,这 里 To AD, 上 的 单位 算 子 ,i = 1,2,…,k. 

设 
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R= R, X R, X'e XR» 
Q = q X q; XX q, 
P = P, X P, X X P, , 


D = D. X D, X = X D, , 


ME X; 
M = MX MX --- X MG ЙН), 
并 且 
M: = M: X M: X --- X M° (k BA), 
置 
tl, (Q(M*)+Y+ Pu) @ ë T 
OC QR: D P) = tly + M 7 ® (QM + Z+ u) 


tl, 
t € C,l, € M, 是 单位 矩阵 ， 
TE M, Me Z“ YZ € Ru € D 


(3) 20 Ж Hilbert 空间 HEB HF * -代数 ,In 是 互 上 的 单位 算 子 ,Jr € 20. Ра] 
R, € HEAWARST SR = К, X R,…R,. Ë: 


A 
C Z y = M :A € M, MEU 
A 


; 


A YWE T 


C (ZZ R) = M 102 :A,.TEM, Me HUY. ZER ; 
A 
A 
Сес» == M :人 ,卫生 M,.M € au ; 
T 
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A YQE 1 
C%( Zé ,R) = M 7@ Z| :A,T.T € M,,M € /(( .Y,Z € R >; 
r 


MJ COL ),C'( Z/.Q.R,D,V),C2 ( Yf ),C2( Z/ R), CC ),C%( Z/,R) 分 别 是 
Pontrjagin 空间 [II $ 0, I, ia П,, Ш. 和 Ш, 类 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 

这 里 g 是 Hilbert 空间 H LAF x - К Н 中 的 线性 映射 , 算 子 网 M, € VU 按 一 
致 (或 弱 算 子 ) 拓扑 收敛 于 M € VU . 称 g 是 对称 ( 或 弱 对 称 ) 闭 的 ,如 果 qCM,) Al q (M; ) 分 
别 收敛 于 qM) Яй q (M` ). 

定理 4.4 OCU QR, D, P), C(A), C? ,R),C™ (Z/),C%(Z/ R) 
分 别 是 [[L 空间 上 第 0, 工 , N П, Ш. A Ш, 类 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 则 下 列 结论 成 立 . 

DDE) CU Ў СС) 是 一 致 ( 弱 ) 闭 的 , 当 且 仅 当 VY 是 Hilbert 空间 Н EÉ 
C* -代数 CW" - 代数 ). 

(QC (4/,Q,R,D,P) 是 一 致 ( 弱 ) 闭 的 , 当 且 仅 当 VY 是 Hilbert 空间 Н EK C” - 代数 
(W° - 代数 ) ,并 且 R 是 闭 子 空间 ,P 是 闭 算 子 ,Q 对 称 闭 的 . 

DC? CZA R) RCC ,R) 是 一 致 ( 弱 ) 闭 的 , 当 且 仅 当 ZY/ 是 Hilbert 30 H EAC? - 
代数 (W" - 代数 ) , 且 R 是 闭 子 空间 . 

证 明 (1) 与 (3) 是 (2) 的 特殊 情况 . 现在 来 证 (2). 

(I) 一 致 闭 的 情况 . 设 算 子 网 


LL, (QCM; ) +Y, + Pu,) OE Т, 
| t,I u + M, 7 O (Q(M,) + Z, + u,) Є CQ RD PD) 
„1, 
按 一 致 拓扑 收敛 于 
tl, (Q(M*)+Y+Pu) @ ë T 
tly +M 7 ® (QM) +2+и) |, 
tl, 
则 有 


(1) 数列 t, KAF t. 
(2) AFN „1н +M, tk Hilbert 空间 Н EWA FMRI cI, +M. 
(3) T, 按 相应 空间 上 的 算 子 范 数 收 敛 于 工 . 
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(4)Q(M,,) + Z, + u, 按 相应 空间 上 的 范 数 拓扑 收敛 于 QC(MD) + Z + u. 

(5)Q(M; ) + Y, + Ри, 按 相应 空间 上 的 范 数 拓扑 收 化 于 QCM"* ) 十 Y 十 Pu. 

由 (1) 和 (2) 知 网 M, 按 一 致 拓扑 收敛 于 M. 于 是 x -代数 ZY 是 C* -代数 .由 (4) 和 (5)， 
以 及 R,D #I Q 的 值 域 三 部 分 两 两 直 交 ,有 


Z Z. 
и, —>u, 
Pu, — Vu, 
YL — = Y, 
Q(M,) — QM), 
QM; ) —> QM’). 
所 以 及 是 闭 子 空间 , 忆 是 闭 算 子 ,并 且 Q 是 对 称 闭 的 . 


反之 , 设 算 子 网 
LI, (QM; ) + Y, + Pu, ) © & T, 
„Їн + M, 7 O (Q(M,) + Z, + u,) € C'(2/,.Q,R.D,P) 


1.1, 


且 按 一 致 拓扑 收敛 于 А. 我 们 来 证 明 AE C CA ,Q,R,D,P). 

首先 ,数列 1, 是 收敛 的 . S t, KAF. 由 算 子 网 tTn 十 M 按 一 致 拓扑 是 Cauchy 网 ,ZU 
Æ H EA) C* - 代数 , 知 M, 按 一 致 拓扑 收敛 . 令 M, Ж-М. М € //. 

类 似 地 ,网 T, 按 相应 空间 上 的 算 子 范 数 收敛 . S T, 收敛 于 T, 则 TE€ M,. 

其 次 , 因 


п (Q(M,) + Z, + u,) 


(Q(M;) + Y, + Pu,) OE 
分 别 按 相 应 空间 的 算 子 范 数 是 Cauchy 网 ,并且 Q 的 值 域 ,R AD 是 相互 直 交 的 ,所 以 有 
|7® QM) +2, + и, = [pil QCM, |+ |Z |+ ll), 


| (QCM; ) + Y, Р№,) © ¿|= QM )|+ |У, |+ | Pe. ell. 
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于 是 ,QOM,) ,QCM; ),Ү,,2,,и, Al Pu, 分别 按 空间 互 上 的 范 数 收敛 . 令 Y, KAF YZ, W 
AF QZ, 则 由 尺 是 闭 的 有 Y,Z € R. 1, u, WF u, ДН PEAY. Pu, KAF Pu. 
最 后 ,由 Q 是 对 称 闭 的 , 知 Q(M,) ЯТ QCM; ) 分 别 收敛 于 Q(M) 和 Q(M ` >. 
所 以 ， 


tl, (Q(M*)+Y+ Pu) WE T 
A= tly + M 7 (Q(M) +T Z+ u)|, 
1, 


FH A E€ C' (¿Z ,.Q.,R,D, P). 
CTL) 弱 闭 的 情况 . 设 算 子 网 


11, CQM; ) БҮ, + Pus) © ё Т, 
talu + M, 1 的 (ӨМ, ) + Z, +u, ) 
1.1, 
按 弱 算 子 拓扑 收敛 于 
tl, (Q(M*)+Y, Ри) © ë T 
tl, + M 7 © (QM) + Z, и) |. 
th; 


ДЕ = |811, 的 正规 分 解 


Ik =(Z@H)+2Z° 


X = x € Z,Y = y; € Z° , 


则 有 
CCE — Ф) Ixy , Уз) — (), 


BZ Z° AEA. A z, КСР t. 


Х= х Є Н,Ү = у, € H, 


则 由 Z Ber A.A 
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((( 太 一 加 1 十 M, 一 M)zys) 一 >0. 
B Y = у € Z° WMA 
(СОМ; ) + Y, + Pu,) — (Q(M' ) + Y + Pu) ] © ёк, уз) — 0. 


于 是 , 算 子 网 M, 按 弱 算 子 拓扑 收敛 于 M. 即 算 子 * -代数 ZY 是 Hilbert 2 8] HE AY W - 
数 . 由 Q 的 值 域 ,R 和 D 是 相互 直 交 的 , 知 


QM; )— QM*), 
Y, =—=Y, 
Ug иу 


c Hilbert 空间 H F BJ BUR. 
类 似 地 , 5 


X = sx € Z",Y =y € Z,Y = y Є H, 
则 有 


人 (二 


(yOLQM) + Z, + u,) — (QM) 十 Z 十 四 ]zsy) — 0. 
于 是 T, SCRE TFA 


QM,) —> QM), 


Z,— Z, 
ly thes 
按 Hilbert 空间 H EAS 9. 
反之 , 设 算 子 网 
LI, (Q(M;)+Y,+ Pu,) @ ë Т: 
Ін + M, 7 @ (Q(M,) + Z, + u,) 


1.1, 


Æ C ,Q,R,D,P) 中 按 弱 算 子 拓扑 收敛 于 算 子 A, 则 它 是 弱 Cauchy W. 于 是 ,利用 必要 
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性 证 明 的 方法 ,有 Ү, sZ, sun QM,) ‚ӨМ; ), Pu, Mt, ,都 是 相应 空间 的 Cauchy 网 , 且 Т, Є 
M, , M, Є ll З 55 Cauchy 网 . 由 充分 性 条 件 知 YG sZ; sUn QM, ) ,Q(M; )s Pu, ely yt, 和 M, 
都 是 收敛 的 ( 按 范 数 或 弱 算 子 拓扑 ). 


4 


Y, —Y,Z, —>Z,u, —u, 

Q(M,,) — Q(M),Q(M; ) —> QM’), 

Pu, 一 ~ Pu( 按 范 数 ) ,T — Т, 

М, 一 ~ M( 按 弱 算 子 拓扑 ),t 一 >~t( 数 列 收敛 ). 
所 以 算 子 网 按 弱 算 子 拓扑 的 极限 A 属于 C' (2 ,Q,R,D,P). 
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本 章 考虑 的 算 子 代数 都 是 第 四 章 $ 4.5 节 中 的 一 组 算 子 代数 的 相应 情况 ,所 得 到 的 结 
论 是 关于 这 一 组 算 子 代数 的 结果 . 即 考虑 下 面 Shulman 意义 下 六 类 算 子 代数 : 

(1) S} 是 Hilbert 空间 及 上 的 算 子 x - 代数 ,六 是 互 上 的 单位 算 子 ,并 且 In € //. 
置 


tl, 
чо | Ин + M :t € C HMAT I, € M, MEU 3 


tl, 
(2) & Z/ & Hilbert 空间 H EWA < -代数 ,In 是 及 上 的 单位 算 子 ,并 且 In EY, 
4:02 一 > 日 ,是 线性 映射 , 且 满 足 :g;(AB) = Aq;(B),A,BE M. 
令 R, ЖН PRM AEH FMR: EZF) D: 直 交 于 R;i,P; жаи Т, 
且 满 足 Р? == Ip, ,这 里 Tp, 是 р, 上 的 单位 算 子 ,i = 1,2,-- F. 
设 
R= R; XR х... х Ris 
Q = q, X q; X *** X q, ° 
P = P, X Ps X == X Py; 
D = D, X D, X == X Di, 
M € Zí .M = MX MX --+- XM(k 重 积 ), 并 且 M* = M* X M' X… X M' (RBA), 
置 
П, (Q(M': ) +Y + Pu) QE T 
C (Zf ,Q,R,D,P) -| tlu + M 7 & QM + Z+ и) 
tI, 
tE С,1, Є M, 是 单位 矩阵 ,TE M ME Z2/.Y,Z€ R.u € р). 


(3) &2/ 是 Hilbert 空间 H LAF x - 代数 ,Is ЕН БЮТ. Є UY. 子 空间 
R; Є H 是 VY 的 不 变 子 空间 ,及 = R, х R: > eee х R,. 置 


с“) -| 


A 
M 


:AE М,,М € x| 
A 
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A YGE T. 
C%(Z/ В) = M 7 CO Z :A,T € M,,M € ⁄ .Y,Z € Re; 
A 
A 
Cs) = M :A,TE M,.M € Z ; 
Г 
A Y@ë Т | 
С R) = М y@Z|:A,P.,T € M,,M € /(( .,Y,Z € R >; 
Г 


C ¿Cy CO RD PI Ct COC Р) ССГ y СОС ВЭ 分 别 是 Pontrjagin 
空间 [|] 上 第 0， І , 1 H, Ш. 和 Ш, 类 的 一 般 对 称 算 子 代数 . 


8 5. 1 算 子 代数 C * - 等 价 的 条 件 与 С" - 等 价 的 理想 


APMC] 空间 上 算 子 代数 的 C"- 等 价 性 问题 .证 明 第 0、 Ia 类 算 子 代数 是 C -等 价 
的 ,其 余 各 类 算 子 代数 不 是 C -等 价 的 ， 


一 个 Banach * -代数 如 果 可 以 赋予 一 个 等 价 的 范 数 使 之 成 为 E -代数 , 则 称 之 为 C"- 等 
价 的 . 

引 理 5.1 [12 |Banach* -代数 是 C" -等 价 的 , 当 且 仅 当 对 其 中 的 任意 元 由 ea ` a = 0 п] 
推出 a = 0. 

引 理 5.2 [12]Banach"- 代数 是 C*- 等 价 的 , 当 且 仅 当 由 它 的 自 伴 元 产生 的 所 有 
Banach - 子 代 数 都 是 C -等 价 的 . 

定理 5.1 OMT. 空间 上 一 般 JC* - 代数 下 列 结论 成 立 : 

(1) 第 0, 和 本 ,类 JC*- 代数 是 C'- 等 价 的 . 

(2) % Т.П Ш. Ж HL, ЈС" 代数 都 不 是 C*- 等 价 的 . 


证 明 (1) 设 .4 是 第 0 类 JC -代数 , 且 AE€ .4, 则 有 
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Al, + М' AECCME &. 


il, 


在 正规 分 解 IL = (Z @ H)+ Z° 中 , 因 2Z,2Z" 与 五 按 正定 内 积 (.，.) 是 互相 直 交 ,再 
根据 .4 上 的 算 子 范 数 与 .4 作为 相应 Hilbert 空间 上 的 算 子 范 数 是 相等 的 ,因此 .A 按 “x 对 
合 运算 ,” 从 而 按 "# 对 合 运算 ” 是 C* - 等 价 的 . 

EAER H. 类 的 JC -代数 , 且 AE AWA = A*. 与 前 面 证 明 类 似 知 .A 是 C”- 
等 价 的 . 

(DITA, 三 种 情况 是 相似 的 ,只 就 П, BIC - 代数 加 以 证 明 . RAE HI, 类 
JC -代数 中 的 元 ,并且 


A YWE T 


4-| M 16 Z :AT,TE M,,M є mrzel 
r 
则 
г zZ@ée T 
At = JA' J = м QY). 
A’ 
于 是 
TY 十 M 国 和 下 于 人 十 天 
A*A = M: M 7® (M° Z+TY) 
A TP 


ТИ .НА?А = 0, ВЕН Т = 0, 从 而 不 能 推出 A = 0. 再 由 引 理 5. 1 知 该 代数 不 是 C" - 
等 价 的 . 


现在 来 说 明 第 M. 类 代数 不 是 Co - 等 价 的 . 取 Ш, 类 代数 中 的 自 伴 元 
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ir 


— 8 


这 里 r* —=r,M' = M,M € VU , 则 由 A 产 生 的 子 代 数 不 是 C” -等 价 的 . 由 引 理 5.2 知 第 Ш. 
类 代数 不 是 С'- 等 价 的 . 


$ 5.2 理想 的 对 称 性 


APMC 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 理想 的 对 称 性 问题 . 指出 该 代数 的 若干 对 称 理 


想 和 非 对 称 理想 . 这些 结果 在 讨论 商 代数 的 C" - 等 价 性 问题 时 将 用 到 . 


C- 代数 的 理想 都 是 对 称 的 ,但 对 JC*- 代数 来 说 这 一 结论 一 般 不 再 成 立 . 我 们 有 下 面 
果 . 

引 理 5.3 [kh 空间 上 JC"- 代数 的 理想 有 下 列 一 些 类 型 : 

(1) 


À 
“-{| Aly + М 


AE C,ME uh 
从 


(2) 


0 0 ¢ 
M 0 
0 


m- 


€ C,M € 2) 


0 yWé t 
Мі» = M 7 @ = :#Є C,M € [у.х Є R(4(M),D) >; 
0 
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(3) 
0 
М = M :ME CU r; 
0 
A 
M2 = M AE CME Lh}; 
À 
(4) 
АИ» = Mha s Ма = A; 
A yOE t 
g= M 7 © z A.tECME Zñ y z ER Н 
À 
(5) 
Ad = М? з 
À 
32 一 M ApwEeECME h 
“ 
À 
AN133= M ACCME h ; 
0 
0 
Mi = M : € C,M € ¿ñ r; 
| g 
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£= Aha i Mi= At Mis = 235 


À 
| M ApwEeECME wl 
“ 
A у®ё t 
== M Де = ме CME П-у: € Re; 
0 
0 yE t 
Ad. = M п = Є CME Zñ y, z ER> 
Ú 


Жер ZÁ Z д WJ PA IF B. Из. AA ia Мз 5 MA з DOK EAE E GE X БК Н. ЖЯ; BBB AB E: 
对 称 的 . 
证 明 Л. As s М SACS AEM EB EA, RRA KEW. > 


A y@E t 
A= M z . 
0 
则 
0 «(бё T 
А* = JA' J = М` 7®y € Мз. 
А 
所 以 .5 不 是 对 称 的 . 
第 L ÆJ -代数 中 型 如 
0 aM) QE 0 
M 7 @ qM) 
0 
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与 
0 Риё 0 
M 7®u 
0 
ATH +” SHER TH ot aA 
0 g(M) OE 0 0 g(M**)@&Eé 0 
M* 7 q(M* ) | м" 7 q(M" ) 
0 0 
与 
0 u@é 0 0 P(Pu) @ ë 0 
M 7®Tu|= M 7® Tu}. 
0 0 


其 他 情况 的 验证 是 类 似 的 .所 以 除了 .3 s AA Sa Ad: E AA з DOE BAB УЬ, E t BB AB AB E: 
对 称 的 . 

注 : 引 理 5. 3 是 第 二 章 引 理 2. 1 的 特例 . 这 些 结果 在 讨论 商 代 数 的 C ` - 等 价 性 问题 时 将 
用 到 . 

定理 5.2 对 [| 空间 上 的 JC*- 代数, 下 列 结论 成 立 : 

(1) HOLT. A H, X JC -代数 的 理想 都 是 对 称 的 . 

(2) 第 Ш. X JC - 代数 中 只 有 Mi 与 Mi 两 类 理想 是 非 对 称 的 . 

(3) 第 Ш, RIC’ - 代数 中 只 有 М; 与 Ms 两 类 理想 是 非 对 称 的 . 

证 明 由 引 理 5. 3 立 得 . 


85.3 商 代 数 


本 节 给 出 [[ 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 关于 某 些 理想 的 商 代数 的 С - 等 价 性 结果 . 


在 通常 的 C -代数 中 ,C" -代数 关于 理想 的 商 仍 是 C" -代数 .但 在 JC" -代数 中 ,这 一 结 
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论 一 般 不 再 成 立 . 但 有 下 面 的 结论 . 
定理 5.3 ХП. 空间 上 的 JC*- 代数 下 列 结论 成 立 : 
(1) 第 0 和 H. X JC - 代数 关 于 它们 理想 的 商 是 C'- 等 价 的 . 
(2) 第 1 X JC'- 代数 模 去 AN; 型 理想 的 商 是 C* - 等 价 的 . 
(3) 第 H, X JC - 代数 模 去 AN5 或 .N13; 型 理想 的 商 是 C'- 等 价 的 . 
(4) 第 Ш, AIC’ -代数 关于 .AAs3; ,A 型 理想 的 商 是 C*- 等 价 的 . 
(5) 第 Ml, 类 JC - 代数 模 去 .4Z4 ,LA4% 型 理想 的 商 是 C - 等 价 的 . 
证 明 ”由 引 理 5.1. 引 理 5.2 及 引 理 5. 3 便 得 . 


$ 5.4 交换 性 条 件 


本 节 给 出 具有 Shulman 形式 的 六 类 一 般 对 称 算 子 代数 成 为 交换 算 子 代数 的 等 价 条 件 .， 
特别 指出 ,第 Ш, 类 算 子 代数 不 可 能 成 为 交换 代数 . 

定理 5.4 对 |] 空间 上 一 般 算 子 代数 下 列 结论 成 立 : 

(1) 第 0 类 算 子 代数 C"(CZ) 是 交换 的 , 当 且 仅 当 VY 是 可 交换 的 . 

(2) 第 TL, Cae MM 类 算 子 代数 C*(2VY ) (sk C Z/ )) 是 交换 的 , 当 且 仅 当 VY 和 Mi 是 交 
换 的 . 

(3) 第 类 算 子 代数 C ,Q,R,D,P) зз, Ч НАХ ЧА 是 可 交换 的 ,R = 0,P 
是 西 算 子 ,Q EHH x - 对 称 的 , 即 对 任意 的 M. M: € UA 

(QM;) ,QM )) = (QCM, ) ,Q(M; )). 

(4) 第 H, 类 算 子 代数 С” (Z/ R) 是 交换 的 , 当 且 仅 当 ZY 是 交换 的 ,R = 0. 

(5) 第 HL, 类 算 子 代数 C” ,R) 不 可 能 是 交换 的 . 

证 明 (1) 与 (2) 直接 验证 即 得 . 

(3) 必要 性 : 设 Al,A ECCA:Q,R,D,P) R. 


111, (QCM? ) +Y, + Ри.) @ ë Т, 
А, = t,I" +M, 7 ӘМ) + Z, +u) . 
ty I; 
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t; I, (Q(M; ) + Y, + Pu.) QE T: 
A; = to I + M, 7 (Q(M,) + Z; + uz) , 
to I, 
则 
titel, ар алз 
А.А, = аз? a23 ’ 
titel, 
其 中 
а; 一 [z (Q(M; ) + Y, + Puz) + (2.1. + М; CQM? ) +Y, + Ри) ] Ф ë, 
аз 一 tT: ES (Q(M,) + 2, +u, ,Q(M.) +Y, + Pu,) е EQ MHT, 
az = titz: Iu +t M, + t, M, +M,M:, 
азз = 70 [GG Ty + M, )(Q(M,) + Z$ Fuz) + t2(Q(M,) + Z, +ш)], 
而 
tital bi bis 
А,А, == baz b23 , 
11151, 
其 中 


by = [ie (QCM; ) + Y, + Ри) + GIy + M; (QCM? ) + Y, + Pu; ) ] @ ë, 
b, = Ti + (Q(M,) +Z, + u, QCM) +Y; + Pur) • EO р) +i To; 

bz = tyteTy + ti M, + t,M, + M.M, , 

b, = т Lilt M,)(Q(M,) + Z, + ui) + t, (СМ) + Z: + u.) ]. 


由 条 件 А.А, = A,A, ,经 过 比较 可 得 M.M, = M,M, ,所 以 ZL 是 可 交换 的 . 在 算 子 А, 
中 , 令 M, = 0,ш = 0, А A; 中 , 令 M, = 0,u, = 0, 则 


titel, G Y, +Y O ME tT: + (Z¿,Y ,) • (€ @ PHT 
A, A; = titoly 7 ® (ti Z; +t2Z,) А 


titel, 
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tite І, (Y, +hY2) WE “Т + (ZY) (€@ р + T; 
A, A; = titz Iu 10 Zi +42) А 
| ti bli 
由 条 件 A,A, = А,А, ,经 过 比较 可 得 ,对 任意 的 Ү,.Ү,,2.,2 € R 有 
(Z; (9) ° EQ 7) = (Z, + Ya) ° (OO 1). 
而 E5 7 BR B xF, T E: (Z, «Үт = (Z, Wey 对 任意 的 Y, s Yy si +Z Є R 成 立 . 


FFL R = 0. 
在 算 子 А, 中 , 令 M, = 0,Y, = 0 ,在 А» mh, M, = 0,2, = 0, 则 


titel, Vu: +t; Ри) OE tT, + uz, Pui) • (Ёё б) р +y T, 
A, A, = tit: Iu 7 @ iuz + teu, ) 5 
121, 
titz I, (Vu + t Pu; ) Q E Т, + Ga Puz) + (2 р) + ñ T> 
АА; = tytely 7® (ty uy + titiz) . 
ti t> I, 
H A,A, = A:Al, 经 过 比较 可 得 ,对 任意 的 ww u, € DA 
Cüz Pu) = (иу „Ри»). 


所 以 PHD LE BRT. AAT A, HAY, = 0,и, 一 0, 且 在 A， HLS Y, Ее ee 一 0, 则 


titel, [ҺО(М; )+ GI] +M; QM ›]@# tT: + QM) QM )) + (Е р HHT; 
A A, = tite Ty nL In +M, )Q(M,) + t QCM, )] , 


titz I, 


11 T, [i QMY ) 十 GIy 十 MY )Q(M; 说 OE to T 十 (QM ),Q(M; )) Ы EQ т) +t Т, 
АА = ht In т (t I, +M,)Q(M,) + t, Q(M,) | ’ 


hb I, 


同样 由 AA = AA ,经 过 比较 可 得 ,对 任意 的 M. M, CUA 


(QCM: ) ,QM )) == (ӨМ, ) QCM? )). 
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HJ Q Fes HE x - 对 称 的 . 

充分 性 :经 过 直接 计算 ,并 注意 Q@ 的 值 域 ,R RD 三 部 分 是 相互 直 交 , 便 知 C' (VY QR, 
D,P) 是 可 交换 的 . 

(4) 的 证 明 蕴 含 在 (3) 的 证 明之 中 . 

(5) 设 B B: Є CŒ.) FFA 


B; = M, 762 . 
Г, 
A Y @ T: 

В, === М, yo 
Г. 


则 


A, Az (Ar Y; +M; Y) WE A IT, + (Z, ,Y,) • (€ @ р + T. T 
B, B, = M,M, 7 (М, Z, + TY, Ty) 
Ty Is 


ЛД, (A; Y, + M; Ү,) @ ë А.Т + (Z: £ Y, ) * (20 у) + TT 
B; В, = M.M, 7 (M,Z, +1; T; ) 
T; I, 


经 过 比较 知 ,要 使 B, B, = B:B , R# XY, Y, А Za 0,7, T, ОВТ, В,,В, Є 


CC a): 


0,P 是 西 算 子 . 
证 了 明 ”由 定理 5. 4 的 证 明知 ,只 需 证 明 对 交换 C ' - 代数 ZY 成立 : 


(QCM, М ),Q(M, ) ) = (QCM, j ),Q(M, )),M, , M, E a. 


事实 上 ,由 VUY 是 C* - КИА rB ff tes ñ uu E, ,于 是 对 M M: € (A 
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| 


(QCM, ` ),QCM, )) lim(E,Q CM, * ),Q(M, )) 


lHm(Q(E,M, Ы ),Q(M, ) ) = lim( QCM, Ы E,,) ,QM, )) 


| 


= lim(M,* (QE,,) ,Q((M2))= lim (QCE, ),M,Q(M; ) ) 


lim(Q(E, ),Q(M,M,)) = lim(Q(E, ),Q(M2M, )) 


lim(Q(E,),M,Q(M, ))= lim(M,* Q(E,,) ,QCM, )) 
= lim(Q(M,* E,),Q(M, )) = lim(E,Q(M,* ),Q(M, )) 
= (Q(M, * ),Q(M,)). 


推论 1 MTT], 空间 上 JC*- 代数 下 列 结论 成 立 . 

(1) 30.1. 5 Ш, 28 JC: -代数 是 交换 的 等 价 条 件 是 ZY 可 交换 . 

(2) 第 了 工 类 JC"- 代数 是 交换 的 等 价 于 ZY 是 可 交换 的 , 且 R = 0,P' = P. 

(3) 第 П, X JC - 代数 是 交换 的 等 价 于 ZY 是 可 交换 的 , 且 R = 0. 

(4) 第 Il, 类 JC - 代数 不 可 能 是 交换 的 . 

推论 2 8/1 Hilbert ZH Н b C*- К,а 0 Н 的 拟 向 量 , 则 对 任意 Mi , M, 
€ Of 4 (q(M; ),q(M,)) = (q(M; ) ,gq (Mi)). 
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Š 6.1 内 导 子 的 等 价 条 件 


本 节 说 明 算 子 代数 上 的 内 导 子 是 一 个 本 等 价 不 变 的 概念 .在 此 基础 上 利用 定理 1.11 给 
H Y ||, 空间 上 非 退 化 JVN- 代数 的 导 子 为 内 的 等 价 条 件 是 导 子 在 该 代数 的 奇异 部 分 上 的 
限制 为 零 . 

算 子 代数 .A 上 的 一 个 线性 映射 8 称 为 是 .4 的 导 子 ,如 果 对 任意 A,BE A.A (AB) = 
6(A)B 十 A6(B); 称 6 是 内 的 ,如 果 存 在 一 个 A, € A ,使 得 对 任意 BE AA (В) = AB 
— ВА,. 

引 理 6.1 算 子 代数 上 的 内 导 子 是 西 等 价 不 变 的 , 即 车.4A 与 如 是 IL; 空间 上 西 等 价 的 
两 个 算 子 代数 , 且 U AU“ = GURL 上 的 西 算 子 ,6 是 .4 上 的 内 导 子 , 则 


&: B— £8,BE #,B=UAU', 
6 (B) = U6(A)U !, 
E ЕНЕ. 
证 明 由 内 导 子 的 定义 直接 验证 即 得 . 
定理 6.1 Pontrjagin 空间 [1 上 非 退 化 的 JVN- 代数 ,4 的 导 子 6 是 内 的 充 要 条 件 是 5 


在 .如 的 奇异 部 分 上 的 限制 为 零 . 
证 明 ”由 定理 1.11 和 引 理 6. 1 可 设 


A z4 ү“ Ф В «02 Ф В (Н) К 


其 中 W” 是 某 个 具体 的 W*- 代数 ,B LO ERRAK LC > 0) 的 [1 型 空间 上 算 子 代数 
B(||,) 的 n 次 直 和 ,而 


BCH)" = (Ао Ф (ТАТ) | A € BDT T ==). 


HFW’ MBAL) 都 是 Von Neumann 代数 ,因此 其 上 的 导 子 必 是 内 的 . 
下 面 来 说 明 ,4A4 上 的 导 子 6 在 W* BCID” BR BCA)” 三 部 分 上 的 限制 满足 下 面 的 条 
件 : 
Ow" W' = w` . 
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ё BLO” < BCL)”, 
Sinan’ BCH)” C BCH)”, 
不 失 一 般 性 , 设 n= 二 mw 二 r= 二 1, 即 
A=W’ BIL)DBBH) YY. 


H F W' BL) 及 BCH) 都 是 C -代数 , 因 此 都 有 有 界 通 近 单位 元 . 再 根据 一 般 Banach ft 
数理 论 , 便 知 这 三 个 代数 中 的 每 个 元 可 以 分 解 为 该 代数 中 两 个 元 的 乘积 . 于 是 对 任意 


存在 Tiot: © W* ;yy € В); 2. ‚2 Є В СН), 1% 


2122 
Х = У У? 
之 1 之 2 
设 
Tı 
X, = У ° 
21 
T2 
X, = Уг 
Z2 
则 Х.Х, € A -HA X = Х,Х,. 
现在 考虑 6 在 W” 上 的 限制 . 设 
xe = 0 ,TE W', 


则 有 
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^1 T2 
x? = б ы Ó | 
0 0 
AA хе = KOK. 再 设 
&X = y I 
x 
a 
axes) & |, 
c 
е 
aX = | f 
£ 


则 由 导 子 的 定义 有 
AX? = (Xi) Xi) 


= AXP XP + XP EX) 


C 0 0 g 


ах + xe 


所 以 y = 0,2’ = 0, H z = ал 十 хе. BLA Ow: W* cw" 。 同时 也 说 明了 ди" E W* 上 
的 导 子 . 
同 理 可 证 


Ф» BAL) с Вв), 
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dino B (HJ Y. SEB G Y; 


ЖН д Bose 分 别 是 BOL) 5BD 上 的 导 子 .因此 .4 上 的 导 子 9 是 内 的 等 
iF ó fE B CA)” EAP B® 上 的 内 导 子 . 

不 妨 就 m = r = 1 的 情况 来 证 明 . Иж BCA)? 上 的 导 子 . 充分 性 是 显然 的 . 现在 设 
6 是 B(H)"” 上 的 内 导 子 , 则 存在 Aç Є ВОН), ВЕЖА € ВОН) 有 


Jer 


Е sn КЕ, ЖЕ eae 


A,A — AA, 
Е Т A, TT* AT —T* ATT* А,Т 
A, A — AA, 
T (— A,A +AA T) 
e B (Н)? ЖП 
Т* АТ 
A,A— АА, =—A,A+AA,. 


Ж AA = AA m ABH) PERATA, A = al ,Í 为数. 从 而 对 任意 A Є 
BCH). ,有 


igm (A) = А„А— АА, = 0 
及 
817" pant СТ* AT) = T* (—A,A+AA,)T = 0. 
于 是 在 B(H)" ”上 6 一 0, 从 而 定理 得 证 . 


Š 6.2 导 子 的 若干 例子 


ЖП, 空间 上 对 称 算 子 代数 的 导 子 问题 . 给 出 [Ti 空间 上 对 称 算 子 代数 导 子 是 内 
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导 子 的 条 件 . 


定理 6.2 RAIL 空间 上 的 对 称 算 子 代数 ,6 是 .4 上 的 导 子 , 则 下 列 结论 成 立 : 
da) 若 .A 是 第 0、 了 [,、 卫 ,类 的 , 则 5 是 内 的 充 要 条 件 是 6 作为 ZK 上 的 导 子 是 内 的 . 
(2) EARP O Ma Ш. BA IVN- 代数 , 则 6 必 是 内 的 . 


证 明 (1) 第 0、 了 [。 和 于 ,类 的 情况 证 明 是 相似 的 ,这 里 只 就 第 HL. 类 情况 加 以 证 明 . 若 


.4 上 的 导 子 9 是 内 的 , 则 存在 


Ao 
А, = В, "Азро Є с.В € ZX; 
fo 
使 得 对 
从 
Х = В AwEeECBEL, 
үл 
有 
Ao À À Ло 
ôX = Bo B = B В, 
Ho “ “ Ho 
0 
>= В.В — ВВ, . 


所 以 6 在 Hy 上 的 限制 是 MY 上 的 内 导 子 . 
RZ OTA ENE FRAN WEE B, € VY ,使 对 BE YA 


Sw (B) = В.В — ВВ,. 
由 6 是 .4 上 的 导 子 知 ,6 满足 : 


В„В — BB, 
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Ao 
任 取 Xo » Ho € C. S А, = 


Ay X = XA, = B.B айс BB, = 6X. 


所 以 8 是 .4 上 的 内 导 子 . 
(2) 若 .4 是 第 0、I. Tl l, KA IV N- 代数 , 则 ZY 是 Hilbert 空 间 H 上 的 Von Neumann 
代数 ,从 而 CA 上 的 导 子 是 内 的 ,再 由 (1) 便 知 结论 成 立 . 


56.3 各 类 代数 导 子 的 情况 


下 面 通过 构造 例子 说 明 ]] 空间 上 一 般 的 第 Ql, 和 四 , 类 JVN- 代 数 的 导 子 未 必 是 内 


的 . 
例 6.1 WEN 
Th = span{e,,e-}, 
其 中 
(e1161) = 一 (ee ) 一 1,Cele ) = 0. 
令 
z= geter = lem et, 
id Z = span{z},Z* = span{z" }. 相应 于 直 和 分 解 
Ih = Z@ Z° , 


ЕП, 上 的 JVN- 代数 
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显然 Z 是 .A 的 零 性 不 变 子 空间 , 即 .A 是 [[ 上 的 一 般 的 JVN- 代数 . 


作 .A 上 的 线性 映射 
A 0 2 
$ ü == | д АУЛ, € C. 
À 0 
则 对 
À À 
x= = x = Blea, 
А, Аг 
由 
ЛА: A +A 
3(X,X,) = o| 142 1/42 2⁄4 
ЛА 
_ P 2 Ciu + Arp.) 
0 э 
及 
ә ü а Ë fe rm ^ pı А “| 
А\ Аг Ai Az 
А \ 2u А Шш | “ 0 2 
0 А Ai 0 
= | 2(Ai pe + Ада) 
0 kd 
知 9 确实 是 .4 上 的 导 子 .但 9 不 是 内 的 . 
rs Ao bo ` А “ кө 
事实 上 ATE A = e A ,使 对 X = 1 Є Aq R дл X = OX. WA 
0 
Ào Lo A и A “ Ào Ho 
Ao À À Ao 
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AoA Ано 十 дон 
АА 


Ñ Aou F Ано 
AoA 


此 为 矛盾 . 
016.2 Ж, 空间 上 相对 于 正规 分 解 


Ш = (Zz@ H) + Z` 


a=} мес} 


其 中 C 是 Hilbert 空间 H EMA ЖЕЎ SF. fE „А БАЕВ ST 


0 2t 


的 第 І 类 算 子 代数 


À t 


А 


А 0 


Ao to 


€ A, 


使 得 对 任意 


Ж OX = by, X. 这 将 导致 6X = 0 的 矛盾 ,所 以 $ 不 是 内 的 . 
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$ 6. 4 算 子 代数 的 不 变 子 空间 


Жах 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 的 形式 不 变性 、 不 变 子 空间 和 公共 不 变 子 空间 问 
题 进行 讨论 ,给 出 若干 结果 . 


u 
Dil} 


П. 空间 上 的 拓扑 是 由 [IT 空间 的 正定 内 积 (.,，*) 引入 的 范 数 外 .| 所 确定 的 . 与 范 数 
| | 相应 可 给 出 BC 中 算 子 A 的 范 数 ‖A|. 这 个 算 子 范 数 确 定 了 BCL) 上 的 一 致 拓扑 . 
若 算 子 代数 .4 按 一 致 拓扑 是 闭 的 , 则 .4 是 [由 ЕШ ЈС" - 代数 . 

HARÈI 空间 上 有 单位 的 一 般 JC" - 代数 , 则 .A 有 零 性 不 变 子 空间 . 令 Z 是 .4 的 不 变 
子 空间 , 则 dimz = 1. 102° = J, Z, WJ Z° A Z BJ XHB iE H = (Z + Z° )! 11 ,于 是 得 到 空间 
П. 的 正规 分 解 


[h = (ZG@ H)+Z'. 
这 里 H 是 一 个 Hilbert 空间 ,2Z = Span{&},Z* = Span (7) H W8 E 
[2,2] = [+11] =0, 


[2,1] = (6.8) = (pp = 1. 


Ji 
J: 
其 中 了 工 为 五 上 的 单位 算 子 .并且 
Ji = Js, Ды] = Izs J.J = Iz. 


相应 的 度 规 算 子 为 


定理 6.3 || 空间 上 一 般 的 JC" - 代数 的 形式 与 正规 分 解 无 关 . 
证 明 ”为 叙述 方便 , 设 [TT 空间 的 直 交 规范 基 为 fe ,e; | i € A), 
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其 中 
[ее] =—1,[е,е;] = 0, 
Le; +e; ] = 0,1 = j,[e; | e; ] = 1,i Є A. 
不 妨 设 正规 分 解 中 
a a [едр 


Ae = ?了 ce Ae = AT He, 


设 Z 是 .4 的 另 一 个 零 性 不 变 子 空 间 . 并 设 


Z' = span(#) ,6 = = 
这 里 
(e,e) = 1,е € span(e, |i € A}. 
取 Z 的 对 偶 


2“ = Joe = рап (у), 


这 里 7 — Её ш ap! = X“ , 则 


/@ 
,_ x д! 
Аё 一 一 e + е. 
2 WB 
又 
An’ =— A(=) + A(4), 
1 2 2 
于 是 
1 a Ë po + 
(V2 — —) Ае = 2-е (д — 2 Eye. у, 
BO E 2 
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H Ae, Є ѕрап{е),ЖА = Ар FÆ 


2 Z ie 

所 以 代数 .4 在 正规 分 解 
Ih = (Z Ф Н) +1 ,Н' = (Z + Z'* UI 
下 的 形式 为 
А+ 
2 
A = м! :EC,M EN 9 
A+p 
2 


这 里 ZY Æ Hilbert 空间 H” 上 的 С" - 代数 . 
(2) 在 上 述 证 明 中 令 p = À 即 得 第 H. 类 代数 的 证 明 . 
(3) 对 第 0 类 代数 ,A 有 


A =l + M, 


-| меш, 


A 与 正规 分 解 无 关 . BE Н A 与 分 解 的 选取 无 关 . 这 只 要 在 (1) BJ uEBH rh < À = z = 0 Вр 
а]. 

(4) 若 第 下, 类 代数 在 某 个 正规 分 解 下 具有 对 角形 式 , 则 由 (1),(2) 知 III, 在 任意 选取 的 
零 性 不 变 子 空间 对 应 的 正规 分 解 下 是 对 角 型 的 . 

(5) 第 П, 类 代数 的 证 明 同 (4). 

(6) 设 .4 是 第 工 类 代数 , 则 


0 
M 


0 


0 (q(M* )+y+ Pu) WE t 


M 7 М +< +u) 


асан) 
0 


ТЄ CME ,yzE Ru € > 


如 同 (3) (4) 的 证 明 可 知 结论 成 立 . 
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2. 不 变 子 空间 条 件 
相对 与 正规 分 解 ,对 zeE TL. id 
х=: ФА + =(z,h,z')', 


Еф z € Z,h € Н,= € 2`.# =: Ф 0 +=: інс + z. 
П. SAKEA Z+ 27 的 子 空 间 是 
I i= (Z@ H,)+ZZ*° , 
这 里 H, 是 Hilbert 空间 H 的 子 空间 . 
定理 6.4 (1) %0, П. A Ш. 类 一 般 JC* -代数 有 包含 Z 十 Z* 维 数 大 于 2 ЮП. 型 不 
变 子 空间 的 等 价 条 件 是 ZH 有 维 数 大 于 0 的 不 变 子 空间 . 
(2) 第 H, Ш, AJC - 代数 有 包含 Z 十 Z* 维 数 大 于 2 ЮП 型 不 变 子 空间 等 价 
条 件 是 ZY 有 维 数 大 于 0 的 不 变 子 空间 H H Н, DR. 
(3) 第 | 类 一 般 JC*- 代数 有 包含 Z 十 Z" 维 数 大 于 2 Wh 型 不 变 子 空间 等 价 条 件 是 
Ul 有 维 数 大 于 0 的 不 变 子 空间 Hi, 且 Hi © %.D.q(Z/). 
ШВ (1) H Z+ Z` 是 2 维 的 不 变 子 空 ,并 通过 直接 计算 可 得 结论 . 
(21, Al Ш, 情况 是 类 似 的 . 只 就 Ш, 类 JC*- 代数 加 以 证 明 . 
必要 性 : 设 
Tli1=(Z@H,)4+2Z"* 


是 Il, 类 JC* - RAS ZZ 维 数 大 于 H 型 不 变 子 空间 . AZAZ 是 2 维 的 ,所 
以 H, 的 维 数 大 于 0. 对 z= (a,h,b)"TE П.А CI] Wa 


A yOE t da +(h,y) +ib 
M т@=|х= Mh +6z/€ 1. 
и pb 


FELI Mh bz € Hi. BIZ/ H, C H,, с Н). 
FEA VE Ht z = ahb)" € IEU H, CH, RSH WA 


A yWE t а 十 (h,y) +6 
M n @ z |+ = Mh +bz|€ Ji. 
н pb 
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(3) AX} = = (a,h,b)" € 1[ ,有 


A (q(M") + y+ Pu) © ë t 
Alyn + M 7 (q (M) +z +u) |x 
À 
Ma + (h,(q(M*)+ y+ Pu)) + tb 
= QI, + M>h + b(q(M) +z + u) 
Àb 


q(M),q (M: ) E q(Z();y,z € R;u,Pu € D, 


所 以 (3) 的 证 明 与 (2) FA. ROR FS lB] R + D + q(Z/ ) 作为 (2) 的 证 明 中 的 R 即 可 . 
定理 6.5 [h 空间 上 一 般 JC” - 代数 包含 Z 十 Z” 的 本 型 不 变 子 空间 与 C" - 代数 ZY 
的 不 变 子 空间 Н, 一 一 对 应 . 
证 明 设 


Ih = (Z @ H,) + Z° 


П: = (Z@ Н.) + Z' 


ElL 空间 上 一 般 JC* - 代数 .A 包含 Z 十 Z" WIL EKET H. # AI. WARA H’ 
12 H.. 

注 :一 般 情况 下 定理 6. 5 不 正确 . 

例 6.3 Xt O.H. MM, KIC’ -代数 ,不 变 子 空间 Z,Z+ Z° 都 对 应 C* -代数 ZY 的 
不 变 子 空间 H, = 0. 


3. .A 与 .4* 的 公共 不 变 子 空间 
定义 6.1 4А, 空间 上 一 般 JC" - 代数 . 
A? = {А` IAE 4}, 


称 .4 ”为 .4 的 *- 伴 随 代数 . 
定理 6.6 П. 空间 上 一 般 JC” - 代数 .4 的 * -伴随 代数 A" 与 .4 的 包含 Z 十 Z" ЮП. 
型 不 变 子 空间 是 一 致 的 . 
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证 明 ”车 ,4A 是 第 0、 了 ,或 轩 。 KIC -代数 , 则 .4 = ABABA I sk HU, 类 
JC’ -代数 , 则 三 种 情况 的 证 明 是 类 似 的 . RE „4 是 第 Ш, 类 代数 的 情况 . 此 时 
E®y M 


s=] 
t 207и 


AX х = (a,h,b)" є ] ,有 


A 


лї Є C;,M є Ш зу» & Є e} 


À 
E®y M 

t = @ 7 ГА 
所 以 如 同 定理 6.4(2) 中 的 证 明 , 25 [8] 


Ла 
ау + Mh 
ta 十 (h,z) + yb 


we == 


I ‘= (Z@ H.) + Z° 


ki A 的 包含 Z 十 Z” 的 不 变 子 空间 的 等 价 条 件 是 H, 是 ZY 的 不 变 子 空间 , 且 H, DR. 再 由 
定理 6. 4(2) 知 .A 与 .4 的 包含 Z 十 Z" Hh 型 不 变 子 空间 是 一 致 的 . 

注 :一 般 情况 下 定理 6.4 不 正确 . 

例 6.4 i 4525 ILM, Яй HL, 类 一 般 JC* -代数 .Z 是 .4 的 不 变 子 空间 ,但 不 是 .A* 
的 不 变 子 空间 . 而 Z ÆA 的 不 变 子 空间 ,但 不 是 .4 的 不 变 子 空间 . 


Š 6. 5 不 变 子 空 间 偶 对 


ЖИЕП. 空间 在 正则 分 解 下 其 上 的 一 般 对 称 算 子 代数 的 不 变 子 空间 偶 对 的 存在 性 
问题 ,给 出 若干 结果 . 


定义 6.2 KAKI] 空间 上 的 算 子 代数 ,如 果 存 在 [1 的 正则 分 解 且 = H-O Н. „(6 
得 H 5 H, 都 是 .4 的 不 变 子 空间 , 则 称 算 子 代数 .4 存在 不 变 子 空间 偶 对 . 
定理 6.7 设 .4 是 第 0、 了 [类 JC*- 代数, 则 
(1) .A 存在 不 变 子 空间 偶 对 . 
(2) A 存在 一 维 正 不 变 子 空间 . 
141 
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(3) .4 存在 二 维 [ 型 不 变 子 空间 . 
证 明 第 0 和 本。 类 JC"*- 代 数 的 证 明 类 似 , 只 就 第 H. 类 代数 加 以 证 明 . 令 


A 
A = M ACCME Hp 
A 


是 在 [| 空间 的 正规 分 解 
Ih = (Z@ H) +2: 
下 的 表示 式 , 其 中 


Z = Span{&},Z* = Span{n}, 


并 且 
LEE] = [5,91 = 0: = (р) = [5,0] = 1. 
А 
а = Бий аз = Low, 
V2 V2 
则 
(exe) 一 0,(elyel) 一 一 (ee1) 一 1. 


于 是 得 到 []; 空间 的 正则 分 解 
Ih = H-O H+, 
其 中 
H_= Ѕрап (е), Н; = Span{e,,H}. 
下 面 证 明 Н, H, 都 是 .4 的 不 变 子 空间 ,并 且 
„Ан = А, Aispante,) = А. 


xF x Є I, х == а + xo + Bn + Xo Є Н. Hid x = (CayzoyB) 7 . 则 


T 
$ = 5506-е Ta + ee = С 9 75680) | 
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于 是 对 
À 
A= M € 4, 
À 
A 
À 
Ах = M lastis" 
A 
A 
1 1 - 
= М (—( = ), os ( + yy. 
и х а В) , 工 Б^ B 


所 以 Hi 是 .A 的 不 变 子 空间 偶 对 ,上 且 An = А, Ан = А, Bil Span {е} 是 .4 的 一 维 正 不 
7° [8], Span {ез se) AWZ 1, 型 不 变 子 空间 . 

TE: 0 Al П, KJC -代数 在 定理 6. 7 中 的 正规 分 解 和 正则 分 解 下 ,代数 中 算 子 的 表示 
式 是 相同 的 . 

定理 6.8 BIO. Ш. Ш, RIC’ -代数 不 存在 不 变 子 空间 偶 对 . 但 存在 [Ti 型 不 变 
子 空 间 . 

证 明 Ж1.П,. Ш. A Ш, RIC -代数 的 证 明 是 相似 的 ,只 就 HL, 类 证 明 . 类 似 于 定 


理 6.7 的 证 明 , 令 z= yei + zo + àe, WJ + = 8а, тс, 5 


是 第 Ш, 28 JC - 代数 中 的 算 子 J 
Ах = [2 (7+9 — #(8— Jei Ме +À) +#£0—ple. 


由 此 可 知 , 该 代数 不 存在 负 不 变 子 空间 ,从 而 不 存在 不 变 子 空 间 偶 对 . 但 Span (e ,el) 是 该 
КЖ. 型 不 变 子 空间 . 
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推论 1 RAEM 空间 上 的 JC* - 代数 , 则 .4 是 C* - 等 价 的 充分 必要 条 件 是 .4 存在 
不 变 子 空间 偶 对 . 
推论 2 B ж M KIC’ -代数 都 不 是 C' - 等 价 的 . 
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定义 7.1 BAD 的 子 代数 ,gz 称 为 是 具体 的 JC" - 代数 ,如 果 它 是 #- 对 称 且 一 致 闭 ; 
而 称 .Qj 是 强 对 称 的 ,如 果 J € A. 

1943 H I. M. Gelfand 和 M. Naimark 给 出 С" -代数 的 抽象 定义 , 它 成 为 C" -代数 的 理论 
基础 .具体 的 JC" - 代数 在 某 些 应 用 中 具有 重要 作用 . 

2004 童 裕 孙 先生 提出 下 列 问 题 : 

问题 :给 出 不 依赖 于 具体 Pontrjagin 空间 的 ЈС" - 代数 的 抽象 定义 . 

本 章 从 Banach’ -代数 出 发 给 出 JC* -代数 的 定义 ,并 给 出 SC* -代数 是 [I 型 的 条 件 . 


87.1 JC*- 代数 的 抽象 定义 


本 节 给 出 JC* - 代数 的 抽象 定义 以 及 JC" - 代数 的 抽象 描述 . 


定义 7.2 一 个 Banach- А27 0 Æ Banach” - 代数 ,如 果 . 殉 有 一 个 #- 运 算 , 并 且 
满足 


(Ах + py)* =x? +py*, 
layl = уш", 
ger = (ht = x. 


Banach* - 代数 其 实 就 是 Banach” - 代数 ,只 是 为 叙述 方便 将 “* ” BIA“ +”. 

定义 7.3 令 ( 殉 ,#) 是 一 个 有 单位 元 工 的 Banach# - 代数 ,并 且 J € 27. PJ ERER 
BF wR Ј° = I, J*J = JJ* = I. 

定义 7.4 ”一 个 有 单位 的 Banach* - (RRC ZZ, H) RAE SC -代数 ,如 果 存 在 JE HF 
满足 


|Ј*А?* ЈА |= JAP AG Z. 


定义 7.5 一 个 Banach* -RECA , H) 称 为 是 JC” К, MRA, H) EFE H- 
同 构 于 某 个 SC - 代数 的 # - 子 代数 . 
定理 7.1 一 个 Banach* - 代数 (多 ,#) 是 SC -RAHELA ,# ) FE #- [н] 
构 于 某 个 完备 不 定 度 规 空间 上 强 对 称 的 JC” - 代数 . 
146 


第 七 章 ” 算 子 代数 的 抽象 定义 Ш 


WRA EE OCH) 是 一 个 SC -代数 ,JE PREMAT. CH EEX *- 


A‘ =J*A* J.A є Z. 


由 定义 7.4 知 ( 哆 ,*) 是 一 个 有 单位 的 C- 代数. 这样 ,由 Gerfand (27, +) 是 
C"- 同 构 于 某 个 Hilbert 空 间 甩 上 算 子 代数 B( 瑟 ) 的 一 个 有 单位 严 的 C”- 子 代数 (后 ，* ). 
这 里 的 C - 同 构 由 # 表示 . 容易 验证 


ФСЈ)? = Ф(Ј), Ф CI)" OCI) = $(J)$ J)* = In. 
mE ML eye] = OC) +, ©) WCHL, р 是 一 个 完备 不 定 度 规 空间 .在 后 中 定义 
В* =$ J)" B's). BEZ, 

WW CB. #) ECHL. + ]) 上 强 对称 JC”- 代数 . 定义 映射 ; 

p(B. #)— (2,9), 

pA) = $(A) AE Z, 
WW 2 RE H- 运算 ,因为 对 AE BA 

(А?) = ф(А*) = $A J) = CJ" P(A" OC), 
= ФСЈ) СА)" oJ) = $(A)* = у(А)*. 


H $ FE C * - 同 构 知 风 是 等 距 的 . RE у A (2, н) BCE, H Бї #- 同 构 . 

充分 性 : 设 Banach” - КЖ (27, н) 是 等 距 #- 同 构 于 完备 不 定 度 规 空间 上 强 对 称 
JC* - 代数 ,并 且 J, 是 度 规 算 子 .用 天 表示 这 个 同 构 , 则 С) 067,9) 的 度 规 算 子 .并 
且 有 | 


|x! Ja) A#m’ (J.)A| 
= |= Jo) (z Cx A) re CJ) 1 (z(A))| 
= |J#zCA)* J zCA)| 


= |x(A)* x(A) | 


= |A) |? 


= 1А[“. 
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ACZ H) FE SC" -代数 ， 

定理 7.2 一 个 Banach* - RACA H) Æ JC -RAHAA H) SH # - Fj 
构 于 完备 不 定 度 规 空间 上 具体 的 JC* - 代数 . 

证 明 ”必要 性 :由 定义 7.5,7.2 和 定理 7.1 即 得 . 

充分 性 :假设 (.o 一 ,# ) 是 等 距 + - 同 构 于 完备 不 定 度 规 空间 ( 互 ,[.,']) 上 的 JC"- 代 

2, в). ACY. н) с ВОН), #). mi (BCA), #) RRE SC -代数 ,再 由 定义 7.5 即 得 

”结论 . 

定义 7.6 S H E Hilbert 空间 , Н BCH) E H LARRABEE. (2 ,#) Ж 
Banach” - 代数 , 称 映 射 z: Q@—> BCH) 007.5) Е H EWR BRM FRA A(x, Н), 
如 果 对 A, BE BA 


mOAA +B) = МСА) + por (B), 
z(AB) = х(А)я(В). 


定义 7.7 一 个 具有 度 规 算 子 了 的 SC" -RECZ , +) WALT HY MR EH 00 
保持 单位 的 等 距 代 数 表示 (x, 瑟 ) 满足 下 列 条 件 : 


(J*A*J)=x(A)",AE 2, 


并 且 rJ) + I Ra) 一 In 是 紧 算 子 . 

注 :x(]) 是 BCH) 的 度 规 算 子 ( 见 定理 7. З 的 证 明 ). 由 x CJ)? SIAN, aJ) 的 谱 是 { 一 1， 
十 1). 置 x(J) = Pi 一 P_, 这 里 Р, УР 分 别 是 相应 于 十 1 和 一 1 的 投影 , 则 Pi 十 P_ = Iy. 
PREVA CJ) + In RJ) In) 是 紧 算 子 , 当 且 仅 当 x(]) 十 In( 或 x(]) 一 1n) 是 有 限 秩 的 ， 
或 当 且 仅 当 Р, (或 P_) 是 有 限 秩 的 . 

定义 7.8 一 个 Banach#* -RACA H) MAT 型 的 JC* - RMR. +) 是 
等 距 + - 同 构 于 [[ 型 SC* - 代数 的 某 个 子 代数 . 

定理 7.3 一 个 Banach* - (tH HM. #) BIL 的 SC* -RAELA CZ ,# ) 是 等 距 
# - 同 构 于 I[ 空间 上 某 个 强 对 称 的 JC* - 代数 . 

证 明 VRHE: S CZ, H) 11, 00 SC -代数 .由 定义 7.7 存 在 度 规 算 子 JE 27 1 
(BH) 的 一 个 保持 单位 的 等 距 代 数 表示 (r, 瓦 ) 满足 : 


am J*A*J)=xr(A)’ AER, 


这 里 x(] ) 十 IT 或 x( 丰 一 [是 紧 算 子 . 易 见 rx(J) EBH) BERR Т.Н л(Ј ә) = пт (Ј)“. 
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于 是 

л (Ј)? = х(1) = Inset Da СОЈ)" =r) rJ) = xT) = la. 
РЫ ОН C+ D 是 完备 不 定 度 规 空间 ,这 里 的 不 定 内 积 是 由 [.，.] = Ge) +, O 定义 的 . 
由 定理 条 件 知 投影 z gD T 是 有 限 秩 的 . REC, C D ЖП, 空间 . 


在 (多 ,#) 中 , 令 4 = ЈА Ј, 0] 
J* = ]*,А* = J'A* J, 
TEZ, x) 是 一 个 +- RAHA z (07, +) 的 一 个 x - 表示. 从 而 有 
n(A*) = aJ At J) =n nA nJ) = z (J)'z (A) J) = (A)*. 


МЦС, +) 是 等 距 #- FIL 空间 ( 互 ,[.，.]) 上 强 对 称 IC’ - (RM), H). 

FIVE: OB. H) 是 等 距 # - PFT. SCH, Ce, D 上 强 对 称 JC* - КС 27, 
## ) , 度 规 算 子 为 J WI, Є 2.3 #- 同 构 由 x KR MCH, J. •, *]) Æ Hilbert 空 
fl. DWI = xz J) 060.8) 的 度 规 算 子 . 且 # - Нл 保持 单位 ,因为 


ely) = z(J?2) = = J)? = Jš = Iy 


z(J*A*J)=x(J)*=z= (Alia) = /#х(А)* J, = r(A)". 


вн, Се. D ЖП], ama Bee СО 1 СО за да вено KA fi J) 十 7 或 zx(J) 一 


了 是 紧 算 子 . 

定理 7.4 JC- RACA H) 是 TT 型 JC" - YAY OM. +) 是 等 距 # - 同 构 
FHIL 空间 上 具体 JC' - 代数 . 

证 明 必要 性 :由 定义 7.8 和 定理 7. 3 立 得 . 

充分 性 : 同 定理 7. 2 的 证 明 . 

推论 1 一 个 有 限 维 的 SC' - 代数 是 T[, 型 的 . 

例 7.1 上 不 是 唯一 的 . SCH, (+, .)) 是 一 个 Hilbert 3 [Н], Н. lesee} 是 正规 基 . Ж 
A 
-| A 9) 


“ 
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Ш. С BCH). xt 


定义 


Ri 


JA = тах (1А 1, | gl). 


MCA .#) 是 一 个 Banach* - 代数 . 


令 


则 HEAD, h = ie. OAE, 1) = (J. +, +) 分 别 是 TT! SHALL 空间 . BR, oF 
с Вв), SB(CT:), 并 且 


Att = ТАЈ = А* AEN, 
А* = ЈА", = А.А € ‚97. 


于 是 .oY ETE # - PAFIL Alle 空间 上 SC - 代数 的 子 代数 . 
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$7.2 SC*- 代数 是 II 型 的 条 件 


本 节 首 先 提出 正 泛 函 的 J- 有 限 性 概念 ,并 借 此 概念 及 算 子 代 数 的 GNS 构造 ,给 出 
SC'- Кж ЖП, 型 的 条 件 . 


定义 7.9 令 ( 娘 ,#) 是 具有 度 规 算 子 丁 的 SC* -代数 . 殉 上 的 一 个 线性 泛 函 称 为 是 
正 的 ,如 果 $(J*A*JA) 宇 0,YVA € Z. 
置 


М, = {A | #Ј*А*ЈА) = 0,А є BZ}, 
X,={A+JA|AE Z}. 


CG, x) EC -代数 ,这 里 A” = /*А* J, №, 是 区 的 理想 . 
定义 7.10 ФАНИ J WJ SC -RACZ H) EMER AK. $ BRA 
J-- APRA CR J, - 有 限 的 ), 如 果 


ХИХ П МХ /Xf №) 


是 有 限 维 的 . 

定义 7.11 $ FÆ Banach 代数 史上 的 一 族 线性 泛 函 .下 称 为 是 分 离 的 ,如 果 对 A € 
BZ IIA K $ E F,$(A) = 0 #1 А = 0. 

定理 7.5 令 ( 殉 ,#) 是 有 度 规 算 子 了 的 SC ” - 代数. WRF = (pp) EH H 
ЕАН A, HWA Ф Є ЕО << п) REJ -ARK RIA p Є FO < i < 
п) 都 是 J, - ARE, W CZ, H) BIL 型 的 . 

证 明 (1) 首先 ,回顾 C*- 代数 的 GNS 构造 . 令 % 是 有 单位 工 的 C - ROH, E 
AY TE Ae HE YZ РЁ. Ж 

М, = (ФАА) = 0,А € @}. 


EZ / №, 上 定义 内 积 如 下 : 
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<A,B>= f(A* A), 
AE A=A4N,, 


BE B= B+N, € @ /N,. 


令 (H;, <, >) та / N, 按 上 述 内 积 完 备 化 的 Hilbert 空间 ,这 里 H, = GF / N,. 
定义 一 个 映射 


m (A): Z/N; —> HB /N;, 
л„СА›В = АВ. 
(A) 扩张 到 H, EMC, H) BAW x - 表示, 且 满 足 
$A) =< mA >, AE Z. 


(2) ФЕ = (A, $,) ECZ.: #) БАЕН J- -ARER A. EZ PEM x- 
运算 如 下 : 


A* = Ј*А*Ј,А є Z. 


由 定义 7.3 知 (如 ,x ) 是 有 单位 I 的 C* - RR. НЕХ 7. 96, Є FG = len) ЖС" - FR 
ЖС. х) БИЕТ ря. НС" -代数 上 正 线性 泛 郴 的 GNS 构 造 知 存在 ( 跑 ,*) 的 *- 
表示 (my Н») 满足 : 


(А) =<m(A)LI> AE @, 
这 里 H, = Z/N, HT z, 是 x -表示 , 且 
А* =J*A*T AGC @, 
GRU m, (Bs H) 一 > (BCH, )，x ) 满足 : 
m, (J*A*J) = л, (A) AG @. 


(3) > 


x= @%,Н = @R, , 


MU (z, H) ECZ H) AY х - Bers. A F E YES BJ. ТИ Ce H) 是 x -忠实 的 ,从 而 是 等 距 的 . 


EARR m, H) 保持 单位 并 且 满 足 : 
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J*A*J)=x(A)',AE Z. 
(4) 因 对 任意 点 E F, 
М, = {A|4(J*A* JA) = 0,А Є 2), 


X = {(А-ЈА|[АЄє Z}, 


Cn, — я, JD B/N, = (AJA) +N, | A € 4). 
再 因 
Cn, — яә, JD @ /Ns SX /XN Nyy 
H $ EJ ARK Gn, — m ID P/N, 是 有 限 维 的 .于 是 


In, — JD) Z/N, 


С (Ta, — я, СЈО) # /М, 

= Un, — я С) B/N, 

© Un, — т, СЈО) @ /N,. 
因此 


(1н, — x, (Ј)) 2? /Ns = (1н, 一 mx JD @ /N,. 


PACT a, — я (J)) E GY /Ns 上 有 限 秩 算 子 ,因而 


In — xD) = 由 (CTm — z, С). 


He BH H) 是 IT 型 的 .如 果 所 有 名 Ж& 1, - 有 限 的 , 则 证 明 是 类 似 的 . 
87.3 一 个 例子 


ЖЗ ДЕП], 空间 上 的 SC" - 代数 中 构造 一 族 J- 有 限 正 线性 泛 函 的 例子 . 
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例 7.2 + 
II, == H.@ H_, 


是 [空间 的 正则 分 解 . 相应 的 度 规 算 子 是 J, 并 且 空 间 Н, 上 的 投影 由 Pi жк. 5067, +) 
是 空间 [L  SC* - К, Нс (ВН). 
令 M = {fi fe s*es fe} 是 Hilbert іН, (+, 。) ) 的 直 交 规范 基 . 定义 函数 


$: @— CC,$(B) = (Bf; f), 
这 里 BE @ ,f, € M,i = 1,2,…,k. 则 
¢;(J* B* JB) = $,(B* B) = (B" Bf: fd = (Bf;,Bf;) > 0. 


因此 $, G = 1,2,.…,k) ECZ, # ) 上 正 线 性 泛 函 . 
H H — (BH_)! 知 对 任意 B c Z., 


ФВ — JB) = ((B—JB)f;5 f.) 


| 


(((P,+ P_)B—(P,— P )B)f,, fi) 
= 2(P_ Bf., f.) = 0. 
这 样 
X =(B—JB| B€ @} 
C {B | $(J*B* JB) =0,B € Z) 
= №, 


因此 X_ /X П Ny = {0}, BN X. /X í) N, 是 有 限 维 的 .所 以 $8.(i 二 1,2,…,k) 是 SC*- 代 
О.н) EJ- - ЖЕЕ ФЕ? A. 
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8 8. 1 在 算 子 交换 性 方面 的 应 用 


本 节 通 过 例子 说 明 在 I] 空间 上 Putnam-Fuglele 定理 一 般 是 不 成 立 的 . 这 里 通过 给 出 
相应 [Ji 空间 正则 分 解 的 算 子 表示 ,给 出 [[! 空间 上 Putnam-Fuglele 定理 成 立 的 一 个 较为 广 
泛 的 条 件 . 


对 于 Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 A, 即 AA* = A" A, 及 任意 算 子 B, 若 满足 AB = ВА, 
WVA A“* B = BA* ,这 一 结论 就 是 熟知 的 Putnam-Fuglele 定理 (简称 P-F 定理 ). 但 在 
Pontrjagin 空间 上 ,我 们 构造 例子 说 明 这 一 结论 一 般 不 再 成 立 . 这 里 我 们 给 出 1] 空间 上 的 
一 个 正则 分 解 , 借 此 分 解 给 出 下 空间 上 P-F 定理 成 立 的 条 件 . 


1. 例子 


首先 给 出 P-F 定理 不 成 立 的 例子 . 
618.1 WIL 空间 的 正规 分 解 TT = (Z @ H) 十 2Z .相对 该 分 解 取 TT 空间 上 的 算 子 


1 办 # 0 
A= ' | 18 > 
1 
及 
1 = ё 1 
В = | 18y 
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则 
1 y@é 0 
1 
А* = | 1l, 
1 
并 且 
i Pee z 
0 
АА* = 1 V2i , 
| | 19 [2 
1 
А we 8 
0 
А*А = 1 V2 +i 
| \ re | 0 | 
1 
所 以 A 是 正规 算 子 .并 且 有 
| er lee E 
1 十 ; 
AB = 1 . 
[| е"! 
1 1 
1 
ee ee TER 
1+ 
ВА = 1 2 
ает 
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В AB = BA. {AE 


1 Ме у +1 
1 
А? B= 1 1+i)|> 
| | TI 
1 
1 ө; i 一 V2 一 1 
1 
BA* = 1 1+ 
| | re ү, 
1 
ВРЕДА” В = BA’. 
2. 算 子 的 表示 
设 IT 空间 有 正则 分 解 
IL =H G@GH,.,, 


其 中 H = ѕрап (е). |. 上 的 不 定 内 积 为 [*,*], 正 定 内 积 为 (+,…)， 
Le se- ] =—1,(е,е) = 1. 


Mth 上 的 算 子 A, 用 A* 表示 A 关于 [，,，] 的 共 斩 算 子 ,而 关于 Hilbert 空间 的 共 罗 用 A ` 
表示 . 相应 于 上 述 正则 分 解 的 度 规 算 子 为 


1-7"). 


Hh IÆ Hilbert 空间 H, 上 的 单位 算 子 . 对 于 ]T 空间 上 的 任意 有 界线 性 算 子 A, 相 对 于 [| 
的 上 述 正则 分 解 可 唯一 地 表示 成 下 列 形式 : 


向 | 
An А»), 
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Жн А, ЖН Н. 的 有 界线 性 算 子 ,4A,， 与 An 分 别 是 H, 到 日 5 H- 到 H, 的 有 界线 
性 算 子 ,而 A*  H, 到 Н, 的 有 界线 性 算 子 . 
引 理 8.1 || 空间 上 的 有 界线 性 算 子 A 相对 于 正则 分 解 可 唯一 地 表示 为 


Ж | À = | 
ey А» 
其 中 A€ С,х,уЄ H; An Ж H, BH. 的 有 界线 性 算 子 .x 的 e_ 与 e。Qy 都 是 一 秩 算 子 ， 
并 且 


At 一 | la | 


— eR х Ax 
证 明 i r = z+ z, sr} € H, M) Anr- € H_,it Ае = Àe_ ,z = Бе, |] 
Anz- = РА e = ACke_) = Ах, 


所 以 Ay = 4. 
再 设 Aiz = ае _， 则 


(Aye ж. +ë. == (ae_，e_) = 


M Cay ‚„Ађе_) = а, HS Lo Ae И Ax = х @ e_. 
因 


А» 元 二 А, (Ае) = k(Ae ), 


所 以 , 令 y= Ane- ,就 有 А» = е) У, 


最 后 
А* = JA'J 
-| | А y@e-|(-1 
a aie оо ч 
я 
Е — e @ ж An 
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3. 交换 性 定理 及 其 证 明 


定理 8.1:(Putnam-Fuglele 定理 ) 
对 [Ti 空间 上 的 正规 算 子 


| À ia 
A= , 
е @ у А» 
其 中 АА" — Az; Ax; 不 是 一 秩 和 二 秩 算 子 ,以 及 任意 算 子 
_ {7 a | 
e_ © y В, í 


这 里 А,В 一 B, Ax 也 不 是 一 秩 和 二 秩 算 子 . 若 AB = BA, WA As B = ВА*. 
证 明 :分 以 下 七 步 来 证 明 ， 
(1) 算 子 A 是 正规 算 子 的 充 要 条 件 是 
CiJr=ay, lal=1. 
Сї A; A = AL A;. 
HOA Aj)y = C— 1 + Az). 


因为 

A CM А = y Je 
е6 у А» —e@®x An 
| lal? — (a,x) Pierre 
е_ б (Ау — А, х) — (у б у) + An. Age ; 

及 
A —yWe À х ®e- 

A*A = 
—e Or Ağ e Oy Аз» 
| lal? — (y, y) (Ах — Ару) Oe | 
e@(-ar+Ahy) —(x@x)+AnAn |’ 


并 且 А»А` — Az A; 不 是 一 秩 和 二 秩 算 子 , 所 以 AA* = А*А 等 价 于 下 列 一 组 条 件 : 
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(rsx) = (ysy), 
r®r=y@y 
Ax Az, = АА», 
Ay — Арх =— Ах + Азу» 


— Ау +Anx = Àx —Any. 


前 两 个 条 件 等 价 于 ( i ); 第 三 个 等 式 就 是 (ii ); 最 后 两 个 等 式 是 相同 的 ,就 是 (- 计 ). 
(2) AFA УВ 可 交换 的 充 要 条 件 是 
Ci)r@sy==<x@ y; 


( ij ) (х,у) == (x,y); 


(出 )Az Bz = Bz Az; 


Civ) A — Ар) 2’ = (п — Br )z; 
CV Ga — Вь)у = A— Andy’. 


因为 


BA 


| À кай Л кА 
eQ y Az е6 y В» 

| Au + ysr’) Gr + Bz z')e_ | 
е © (ру + А, у!) (х @ у) + Ax Bo» 


7 Са | À ae 
e © y Bx e-& ad А» 
| Мм + Cy") зы к 
е (Ау + Ву) (O у )›-+ B, A; 


并 且 Az By» — Bz Az 不 是 一 秩 和 二 秩 算 子 , 所 以 AB = BA 等 价 于 下 列 条 件 : 


(y sx) = (y,z='),z=' Q y = z @ y, Ax; By; = BA， 


Ax’ + Bz; = = pr + Anz’ spy + Any = Ау’ + B; y. 
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这 五 个 等 式 便 是 条 件 (j ) 一 (CV). 

(AF B 与 A* 可 交换 的 充 要 条 件 是 : 

CDL @х=у@уз 

(ii )(z,z') = (у',у); 

cii ) B2 Az, = А5 В, ; 

GV) = Аз) х" = (— g+ Вр) y; 

(V)Q — Aj)y = C— z + By) x. 

与 (1) 和 (2) 的 证 明 类 似 , 通 过 计算 BA* 与 A* B 便 得 . 


т” е_ À — е: 
Ая „| * | @ | y® | 
e @ y Bz — e Ф х An 
дм — (z,z') (— py н 
е-б) Qy — Bzy) — (уб y) + B,; Az, 
K 
A — ye z” бе 
— e Qr A e®y В» 
| Ди — Cy’ sy) x’ — Bhy) Q e | 
е0) (— pr +Any’) — (z'@ z) + A; B; | 


TE A* B = BA* 等 价 于 
(х,х') = Cy’ sy) ,x (©) = = yQ y ,В„Ар = Az Bz, 
一 Ay + A, z = Ах” — B; у,Ау' — Bux 一 一 AZ +A; y. 
整理 便 得 条 件 (| ) 一 (Y). 
(4) 4 x Æ 0 时 ,P-F 定理 成 立 . 
首先 由 (1)(Cii ),C2)( i ) 及 Hilbert 空间 上 的 P-F 定理 可 推 得 条 件 (3)( iil). 
其 次 ,由 xz 关 0 及 (1)(1i) 知 y 关 0. 再 由 条 件 (2)(1i) 可 设 x = ar Ry = by’ HX 
个 式 子 代 人 (2)( ii ) 得 到 


(x,y) = (ar,by’) = ab(x,y'). 
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再 由 (2)Cii ) 及 B 的 任意 性 知 a5 一 1. 即 有 5 一 1. FE y = ау. 通过 直接 验证 可 知 


(3)C | Ci) 成 立 . 
最 后 来 证 明 (3)(iv)(v) 是 成 立 的 . 这 需要 利用 


Q — А») х" = (A А» ax 


=—al—-A+An)x =— а(А— А)у 
=— 2 (J — A})r 
ao 


l (п Bh le = (a+ BAD y. 


ao 


АБ = @— Ata 
де == uh (= ae ly, 
=—a Q — Az) y =— a (и — Baz) y 
ores РЯ 


(5)42=0H А* = A ,P-F 定理 成 立 . 
л 一 0 时 ,y 王 0. 此 时 条 件 (3)(i Ci) 成立 . (3) СЙ) 同 (4) 也 是 成 立 的 . 当 A# = А 
Н, RD GVO Cv) 就 是 (3)(ivV)(vV). 所 以 P-F 定理 成 立 . 
(6) 当 x 二 0 且 А* 关 A, 以 及 A € pAr) TF А» 的 正则 集 ) 时 ,P-F 定理 成 立 . 
如 同 (5) 条 件 (3)( |) — С) pR sz. M > 二 0 时 ,y = 0. НА E р(А) MIA € (Аз), 
这 样 条 件 (2)(iv)Cv) Вр 
(XA— Aj)xr’ = 0, A—An)y’ = 0 
中 的 z Бу 必 都 为 零 .于 是 条 件 (3)(iv)(v) 自然 成 立 . 
(7) Ҷо = 0,А* AA HA € ol An) (AF А» 的 谱 集 ) 时 ,P-F 定理 成 立 . 
如 同 (5) APE C3) C 1) ~ Сїй) Roe. 4x = ОН, у= 0. HHA € o( An) FIA € a (An). 
此 时 条 件 (2)(iv)(V ) 变 为 | 
Q — Аё)х' = 0 
pea = 0 
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在 此 情况 中 条 件 (3) Civ) CV) 即 为 
i = = 0 
Q — A$)y = 0 
下 面 说 明 条 件 (" ) 可 以 推出 条 件 ("“ ). X EN FS [B] V( A,,.A) 与 V(Az A) 相同 . 
于 是 P-F 定理 成 立 . 综 上 定理 得 证 . 


§ 8. 2 Putnam-Fuglede 定理 的 另 一 种 情况 


本 节 证 明了 当 Pontrjagin 空间 上 的 正规 算 子 A 没 有 零 性 不 变 子 空间 时 ， 
Putnam-Fuglede 定理 成 立 ; 当 正 规 算 子 A 有 零 性 不 变 子 空间 时 ,通过 构造 反例 说 明 此 时 
Putnam-Fuglede 定理 不 成 立 , 并 对 [Ti 空间 上 算 子 相关 的 交换 性 条 件 进行 了 讨论 ,得 到 了 [Ti 
空间 上 算 子 代数 的 二 次 交换 定理 . 


j 
= 
Ші 


对 于 Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 A,Putnan-Fuglede 定理 成 立 . 但 在 Pontrjagin 25 [8] Б, 
这 一 结论 一 般 不 再 成 立 . 本 节 讨 论 了 在 Pontrjagin 空间 上 P-F 定理 成 立 的 条 件 . 证 明了 当 算 
+f A 没有 零 性 不 变 子 空间 时 ,P-F 定理 成 立 ; 当 A 有 和 零 性 不 变 子 空间 ,而 B 与 A HARSH 
不 变 子 空间 时 ,P-F 定理 也 成 立 .而 A 与 B 有 公共 和 零 性 不 变 子 空间 时 ,通过 构造 例子 说 明 此 
时 P-F 定理 一 般 不 成 立 . 对 最 后 一 种 情况 ,就 由 空间 上 的 算 子 进行 了 讨论 .证 明了 当 A 与 B 
及 单位 算 子 生成 的 弱 闭 对 称 算 子 代数 .4 属于 第 0, 卫生 ,类 代数 时 , 算 子 B JA (Jn ë 
换 ; 而 当 .A4 属 于 第 I.M, A M, 类 代数 时 ,通过 例子 说 明 存 在 BE .4 ,使 得 B 与 A 可 交换 . 
但 B 与 A“ 不 可 交换 ,最 后 给 出 当 .4 属 于 第 Ll, Ж Ш, KARA. BRA’ 可 交换 的 充分 
条 件 . 


2. 几 个 引 理 


引 理 8.2 4 Pontrjagin FHIL 有 正则 分 解 [ = H © H. ,WJ|[, 空间 上 的 任意 有 界 
线性 算 子 A 可 唯一 表示 为 下 列 形式 
164 | 


第 八 章 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 理论 的 应 用 Ш 


м о 
А = 9 
Ax А» 


其 中 Au E k f Hilbert 空 间 H- (正定 内 积 为 一 (.,，)) 上 的 有 界线 性 算 子 ,A 与 Az 分 别 
R H, 到 H_ Ун ан, 的 有 界线 性 算 子 . As Æ Hilbert 空间 Н, 上 的 有 界线 性 算 子 ,并 
Н.А ЖЕПП, 上 的 不 定 内 积 的 共 思 e 算 子 为 

An — Ал 
| Аг An | 


At = 
Жн“ < ” ERIE ЛЕ АЛАШ ЈА Я. 


证 明 引 理 中 A 的 唯一 表示 形式 是 显然 的 . L 空间 的 正则 分 解 1] = H-O Н. 所 对 应 
的 度 规 算 子 为 
SE A ) 
J= | | 
Tu, 


其 中 Ty 与 In, 分 别 是 H ун, 上 的 单位 算 子 . 于 是 


A* = JA‘ J 
— 1н 的 Ад | — Ін. 
In, Ар А» Ty 
=Аһл —An | — 1н 
А» Ax In, 
| An T2 г. 
— An Ax 


引 理 8.3 在 C -代数 眼 上 ,P-F 定理 成 立 . 即 若 a € B,Ha'a=aa* , 则 对 任意 b E 
Ø th ab = ba WHE a ` = ba’. 
证 明 5 Hilbert 空间 上 算 子 的 P-F 定理 的 证 明 完 全 类 似 . 
引 理 8.4 在 算 子 代数 中 P-F 定 理 是 西 等 价 不 变 的 , 即 车,A 与 如 是 || 空间 上 西 等 价 的 
两 个 算 子 代数 , 且 U 40 = #.U 是 lL 上 的 西 算 子 , 则 PF 定理 在 .A 上 成 立 等 价 于 P-F 
EEES ERZ. 
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uE BB iz AA: € A +B, ‚В, € B, Awe A, = U'B,U,A; = U 'B,;U, W Аў = 
U'BFU, FE 
A,A? = UBU • ОВО =U 'B,B?U, 
АА, =U'BfFU-U'B,U = ОВ? B,U, 
所 以 A, 是 正规 算 子 等 价 于 B, IEMA TS. BEA, 与 A, 可 交换 等 价 于 В, У В, 可 交换 ,A， 
AY 可 交换 等 价 于 B, 与 BF 可 交换 . 
3. 例子 
首先 指出 当 ]T, 空间 上 的 正规 算 子 A 有 零 性 不 变 子 空间 时 ,P-F 定理 一 般 不 成 立 . 
#J 8.2 H Pontrjagin 空间 是 指标 为 1 6911 空间 , 且 具 有 分 解 
Ih =(Z@H)4+2Z', 


其 中 Z 为 一 维 零 性 子 空间 ,Z" 是 ZHE, H 是 一 个 两 维 的 Hilbert 空间 . 并 进一步 假设 Z 
= span{&},Z* = span{y), AWE: 


[2,9] = 1,1,2] = 0,153] = 0566.8) = (py) = 1, 
х@[...] lh 上 的 不 定 内 积 ,(*,，) 是 正定 内 积 . 相应 的 度 规 算 子 是 


о 0 Л 
J= 0 Iu 0 9 
J; 0 0 


其 中 la EH EW AMA. AA 
JZ" = Zs Ja Z = Z < 
JJ: = 1,,Ј:Ј = Iz Ji = Jz, 


I, 51. 分 别 是 Z 与 Z” 上 的 单位 算 子 . 
MAh 上 的 算 子 
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0 1 
H ry € H,B += | 32 = 0 OEM 1 Oy MER MA IEICE 
А* = JA 'J, 
这 里 А” 是 算 子 A РЕЖЕННЯ ST. 于 是 
1 x i 
Ji 1 oe Jı 
A* = 1н | Т 10 у Ty 
Js J: 
—1 
1 0 0 
Ja Л 
= Ty EDT | 0 Ty 
Js Js 
4 y бт — 1 


=i J Oy бдр =] 


i Ji 
= |£ G@ = | | 0 | In 
J: 
1 0 0 
| ‘a J, 
= |ё@х | 0 In 
J; 
1 0 0 
一 1 у = 
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ТЕЖ АА У АА*. 


1 <x“@ë і -1 y@é = 
1 
ыш | j pas у P 
==], 1 
1 
—1 TEKI (z @ ë) • (7 х) 
Е ; i : ( Т" 
| all =a | | vee 
— 1 
-1 Ples! 0, ИРИ 
je) |р е; dipoe: 
= 1 al oj 1 
| | ® | a +0 |) 
=1 
—1 i 1 
les 
= 1 1 
| eL] 
= 1 
2—1] y@ ë — i 1 rE 1 
АА = | l 76 = | 18y 


1 
—1 -20009 | 


Jo 下 
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ul OOD- (9) 


1 
| _,|@@»-12 


=] 
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a [jet рее р-нов 


l 
— 
— 
— 
ka 
3 
一 
—V 
— 
| 
— 
Was. 
— 
ed 
м 
| 
З 
~ 
二 
es 


所 以 A* A = АА*. 


现 取 算 子 BHA 
1 y@é 0 
sal Е Tama, 
1 
则 

1 х@ё i 1 y@é 0 
= [ \ pan | к 
=] 1 


1 
1 ›®е+=®ә | ‘| it (z @ ë) + (7 @ x) 


= 1 1 
| Е | enrre, 


=] 
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即 有 AB = BA. 
但 是 
-1 YE =? )fl уб 0 
1 1 
A* B= | al 7 CO x | 7®-x 
1 1 
1 
==] -›®г+®юә| | (yQ 5) (OI)—i 
Е | j б) + 
[| (евә: 
1 
一 二 — ( ) an |, ( )— 1 
y® | Б © E | “ (75 一 : 
一 1 fi 0 T 0 
| yl '®‹| э. 7@ fi 
1 
— 1 OWE —a 
ü | | 19 
1 
== 1 = 
Е 1 
x | a 
1 
1 yOE 0 =i yE =i 
1 
BA” = | 7@ = | . 10 = 
1 1 
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1 
— 1 E+ O@O| | — i+ (y 0) • (7 @ z) 


; i ( y+ 
| 本 | | РЕ 


| 
一 一 一 一 
= 
w asss 
3 
— 
nw о 
as; 
- 


所 以 AA* B Z ВА*. 
4. 定理 及 其 证 明 


有 下 面 几 个 结论 . 

定理 8.2 All. 空间 上 的 正规 算 子 A 无 零 性 不 变 子 空间 , 则 对 ]] 空间 上 的 任意 与 A 
可 交换 的 有 界线 性 算 子 B, 必 有 A*B= BA*. 

证 明 ФА = A 十 iA;,Al УА, ЖЕННЯ Т.А 是 正规 算 子 知 A, 与 A; 可 交 
É. 根据 可 交换 的 自 共 斩 算 子 组 必 有 公共 的 & 维 半 负 不 变 子 空间 知道 ,A, Б А, AAH k 4 
半 负 不 变 子 空间 , 设 之 为 了 ,而 4A# = А, — A, ,所 以 了 是 A SA? 的 公共 & 维 半 负 不 变 子 空 
间 . FE LEA 的 约 化 子 空间 . ЗАНЕ Р Z= LAL! 是 A 的 不 变 子 空间 ,由 假设 Z 
= (0). RFE L ÆA 的 & 维 负 的 约 化 子 空间 . Lid HL 改 记 为 H,. FRB = 
间 上 的 正则 分 解 1 = H-O Ay. it A 在 该 分 解 下 按 引 理 8. 2 的 意义 表示 为 


Ay 
A = 
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At a An 
As) 


AnA = Añ An ,А» А» = Az A... 


A ЕЖ FA 


再 由 A 是 正规 算 子 有 


MERIL 空间 上 的 任意 有 界线 性 算 子 B 按 引 理 8. 2 相对 于 1; 空间 上 的 上 述 分 解 表示 


为 
% Pg 
Bz Bz 
ж АВ = BA, 则 有 
Ay By Aun Biz By An By, Az 
А» В» An В,, В.А В, Az 
于 是 有 


An By = BAn,AzBz = В.А», 
An By = B;:Ax.,AxB,. = BAA. 
її A* B = BA* 的 等 价 条 件 是 : 
Ал В = Bnr Añ AB, = BrAns 
Ai By = Br Ah Az B, = Ba Añ. 


这 样 要 证 明定 理 只 要 由 正规 条 件 与 交换 性 条 件 推出 上 述 有 关 结 论 的 条 件 即 可 . 结论 中 的 前 
两 个 等 式 由 正规 条 件 .交换 性 条 件 中 前 两 个 等 式 及 Hilbert 空间 上 的 P-F 定理 即 得 . 而 结论 
中 的 后 两 个 等 式 由 正规 条 件 .交换 性 条 件 中 后 两 个 等 式 及 Hilbert 空间 上 推广 的 P-F 定理 便 
可 得 到 . 于 是 定理 得 证 . 

推论 1 设 A 为 [1; 空间 上 的 正规 算 子 ,A =A tiA, REA SA, = АЖЕТ. 如 
果 下 列 条 件 之 一 成 立 , 则 对 任意 与 A 可 交换 的 有 界线 性 算 子 B VA А* B = ВА*. 

(DA 有 不 变 子 空间 偶 对 . 

(2)A 是 基本 约 化 的 . 
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(3)A, 与 A, 都 是 基本 约 化 的 . 

(4)A 的 临界 点 都 是 完全 正则 的 . 

(5)A, 5 A: 的 临界 点 都 是 完全 正则 的 . 

证 明 ”由 定理 8.2 及 文献 L[53] 中 定理 5 立 得 . 

定理 8.3 БА ||, 空间 上 有 和 零 性 不 变 子 空间 的 正规 算 子 ,车 В 是 |1; 空间 上 与 A 无 
公共 零 性 不 变 子 空间 且 与 A 可 交换 的 任意 有 界线 性 算 子 , 则 必 有 A* B= ВА*. 

证 明 OK IL 空间 上 单位 算 子 及 A MB 所 生成 的 一 致 闭 对 称 算 子 代数 ,由 定理 条 
件 知 .A 是 1 空间 上 非 退 化 的 一 致 闭 对 称 算 子 代数 (一 致 闭 指 按 算 子 范 数 拓 扑 是 闭 的 ), 进 
而 .A 是 一 个 C'- 代数 .再 由 引 理 8. 3 便 知 结论 成 立 . 

当 A 与 B 有 公共 零 性 不 变 子 空间 时 ,就 [1 空间 上 的 算 子 来 考虑 相 类 似 的 问题 . 由 引 理 
8.4 可 将 A УВ 放 在 同一 类 算 子 代数 中 进行 讨论 . 

利用 下 面 Shulman KF [hi 空间 上 的 算 子 代数 的 分 类 形式 进行 讨论 : 


A 
‘vom 


АМ 
А 
其 中 Is Æ H WAAT, H In € Z ¿(E H EW 843 f 4638. 
(2). .H,.H. # Ш, 类 分 别 是 


seeme 


À 
| M 6 
AyWE t 
M be A.tECMeE Usy,zER . 
А yOE 
M | A. t € CME П зу: € R 
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XE R E: H 中 对 ZL 不 变 的 子 空间 , 且 Iu € Z“. 
(3) 工 类. 
A (Мж )+ y+ Pu @®E t | 
| Alu +M 7@ (q(M)>+- z+ u)|:A, t € C,M € Z(,y,z € R,u € р. 
А | 
Hel, € Z/,.q E: Zé #|| H MAIR. R E: H 中 直 交 于 g(CZA) 且 对 ZL 不 变 的 子 空 间 , 忆 是 
Ker (4/4) PH26F R 的 线性 流 形 . P 是 D LEMRAR L.A Р? = Ib, 于 是 得 到 下 面 的 结 
‚ Ж. | 


定理 8.4 设 A 与 B 是 [I 空间 上 有 公共 零 性 不 变 子 空 间 的 算 子 , 且 A 是 正规 算 子 ,B 与 
A 可 交换 , 令 .4 是 由 A,B 及 单位 算 子 生成 的 弱 闭 的 对 称 算 子 代 数 . EARTE OD. 和 HI, 
类 代数 , 则 必 有 A* B= ВА*. 

证 明 ”只 就 .4 属于 第 Ш. 类 代数 证 明 , 其 他 两 种 情况 类 似 . 设 A 与 B 分 别 有 下 述 形式 : 
À 


и 


其 中 M” 是 M KF IEE ARASH. 由 A 的 正规 性 有 ММ” = М' M. 于 是 由 Hilbert 空间 
上 的 P-F 定理 有 MM = MM'. 因 此 有 A*B= ВА*. 

ШЖ. 空间 上 的 正规 算 子 A 与 和 A 可 交换 的 算 子 B 有 公共 零 性 不 变 子 空间 ,并 且 A. 
B 及 单位 算 子 生成 的 弱 闭 对 称 算 子 代数 属于 第 1 QH, Fk Ш, 类 代数 , 则 前 面 的 例 8.2 与 下 面 
的 例 8. 3 及 注 说 明了 B 与 A* 一 般 不 可 交换 . 

例 8.3 Kl], 空间 上 的 第 [类 算 子 代数 中 的 算 子 A 和 B ЕЕ: 


1 x«Wé 0 


А 702, 


1 
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1 x @é 0 
1 
1 
she: е a К те И > | a 
i 0 i 1 
1 y@é 0 
A? = 1 | 7 = 
1 
首先 A 是 正规 算 子 ,因为 
1 rQ 0 1 y@é 
асе | | nex 
1 
1 tile: 2 
ba 1 ||» 
К е" 
1 i 
1 
1 y@é& 0 1 2#@é 
А*А = 
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其 次 B 5 A 可 交换 . 因为 
1 zQ 0 1 = QE 0 
”-| [J ves] [|| +в 
1 1 


лз 


los zi 
1+i 


BA = 


1 # 
| | 76 y 
1 1 


pir 


los 2i 
1+ 


最 后 看 A* B 5 ВА*. 
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1 y@é 0 1 x @é 0 


1 ГА 
A* B= a ] = | | 10 у 
1 1 
“кв; Z 
= 1 1 十 : 
| | ®| у 
1 
1 zx WE 0 1 y@é 0 
1 
BA* = | | 7®y ,| 7 Co = 
1 1 
oP lee ia 
= 1 1 十; 
| | 7@| 
1 


所 以 B 与 A* 不 可 交换 . 


注 :此 例 同时 说 明 在 第 类 算 子 代 数 中 也 存在 正规 算 子 A 及 与 A 可 交换 的 算 子 B, 使 


得 B 与 A* 不 可 交换 . 
推论 2 WIL 空间 上 的 一 般 算 子 代数 .4 ,有 下 列 结论 : 
DEARTH OM. 或 Ш, 类 代数 , 则 .4 的 二 次 交换 .4 = A. 
DEARTH Т.П, R Ш, 类 代数 , 则 .A 的 二 次 交换 .A AA. 


证 明 (1) 对 第 0、 了 [或 上。 类 代数 .4A4 有 .A = AJ 再 由 Hilbert 空间 上 Von 


Neumann 代数 的 二 次 交换 定理 有 
А =U ALY = AI = A: 


(2) 由 例 8.2.8.3 RIE ML’ = 4. 
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最 后 , 当 .A 属 于 第 I.I, R Ш, 类 代数 时 ,给 出 B 与 A” 可 交换 的 充分 条 件 . 

定理 8.5 BALL 空间 上 的 一 般 的 弱 闭 对 称 算 子 代数 ,A,B € „Д.А 是 正规 算 子 ， 
В УА 可 交换 . 

(1) 4 425 Ш, 类 的 , 且 


A y@E t 
A= M 7 @ z 9 
7 
А y OE 1 
B = м! ] © = 
py 


则 当下 列 条 件 成 立时 ,B 与 A* 可 交换 . 
Dy ,> € span (y,z)l ,|у1= lel» = az; 
@y' sz’ € ker (Al — М”) N ker (yl — М). 
(2) SAER П, 类 的 , 且 


A y@éE t 
A= M 7®z|> 
А 
A у OE r 
В = м 7 四 >z|， 
x 


则 当下 列 条 件 成 立时 ,B 与 A* 可 交换 . 
Dyz’ € span {y,z}+,| yl = 151,» = az; 
y sz’ € ker(Al — М") N ker(AI—M). 
(3) SAER 工 类 的 , 且 


А М") + y+ Pu) @ ë t 
A= 1н +M 7@ UM) += +и) |, 
А 
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A (q(M*) + y + Pu’) @ ë t’ 
B= vIn +M 7@ (q(M’) +z +u) |, 
a” 


Ф 


Y =q(M")+y4+ Ри, 
2 = 40М) += +u, 
Ү = q(M"’)+ y + Pu’, 
Z =M) +z +u, 
则 当下 列 条 件 成 立时 ,B 与 A* 可 交换 . 
Dy ,> € span {y,z}+ ,|y|= zl» = az, 
@Y’,Z’ € kerM f kerM  . 


证 明 (2) 与 (3) 的 证 明 蕴 涵 于 (1) 的 证 明 中 ,所 以 只 就 情况 (1) 加 以 证 明 . A EER 
子 为 


п zQ t 
А* = M* 78 >|. 
À 


H АА* = A*A,# 


ж (Ах + Му) QE А+А + (у, у) 


MM ` 7® Gz + Му) 
par 
Z CuytM*z) QE pt tpi + (z,z) 
= MM“ 7® (uy + M' z) 
м 
从 而 算 子 A 是 正规 的 ,等 价 于 下 述 一 组 条 件 (正规 性 条 件 ): 
MM ` = M* M, 


(а= + yy) = G@—-Dt+ (z,z), 
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QI — М" )z = (yl — М)у, 
H AB = BA 得 ， 


А Qy +M у ё at’ ty't+(’,y) 
MM’ 7 ®© (uz + Mz’) 


, 


7 
NA ӨО'у+М*у)@ё# Ptt +y) 
= M'M 7 四 (pz + M'z) 
pp 
从 而 BGA 可 交换 等 价 于 下 述 条 件 (交换 性 条 件 ): 
MM’ = MM; 
A= wt + (2.9) = Q'— u tt (z,y ); 


(AI — M* )y’ = QI — M'' )y’; 


(CT 一 MD)Z= (pl —M)z’. 
下 面 计 算 A* B= BA#. 计算 
тА (ay 十 M х) OE pt’ + + (Z ,z) 
А*В = M* M’ 7 ® Gy + M* z’) 
дм” 
Ап We +My’) QE ATH + (y,y) 
BA* = мМ” 7® (zz 十 My) 
pr 
这 样 A* B= BA? 等 价 于 下 面 的 条 件 ( 结 论 条 件 ) : 
M*M = MM’; 
(р) Cy) = (g—2 + zsz), 
(ul — My = Q'I—M'* )z; 


(„1 —M)y = Q'I—M'* Dz’. 
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接 下 来 证 明 由 正规 性 条 件 和 交换 性 条 件 可 以 推出 结论 条 件 . 结论 条 件 中 的 第 一 个 等 式 
由 正规 性 条 件 与 交换 性 条 件 的 第 一 个 等 式 及 Hilbert 空间 上 的 Р-Е 定理 得 到 .由 y ,zx € 
span (у. z} ,及 正规 性 条 件 、 交 换 性 条 件 .结论 条 件 中 的 第 二 个 不 等 式 分 别 变 为 : 


(一 Ap)E 一 (一 不 十 元)t， 
Q — t = A — pts 
(=p ft = (= 1, 
这 里 由 前 两 个 等 式 显然 可 推出 第 三 个 等 式 , 再 利用 条 件 
yz € ker (Al М") mAerCT 一 M)， 
交换 性 条 件 与 结论 条 件 中 的 最 后 两 个 等 式 相 应 地 变 为 : 
(Al — M’* )y =0 


('I— M')z = 0 C) 


QI — M’* )z = 0 
("1 М)у = 0 Ct) 
再 由 条 件 y = az ,及 条 件 (* ) 便 可 推出 条 件 (*“ ). 
推论 3 All 空间 上 的 正规 算 子 A 相对 于 [Ti 空间 的 正规 分 解 
Ih = (2@ Н)+ Z: 
具有 形式 


A= 


и 


Hp Asy E C,M 是 Hilbert 空间 H LARA. 而 与 A 可 交换 的 算 子 B 相对 于 [T 的 这 个 
正规 分 解 具 有 下 述 形式 


A Ar А}; 
B= А» Аз 9 
Ass 
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则 必 有 A* B= ВА*. 
证 明 ”与 定理 8.5 的 证 明 方 法 相仿 ,通过 直接 计算 便 得 . 


$ 8. 3 不 等 式 中 的 应 用 


本 节 给 出 [空间 上 算 子 矩 阵 范 数 不 等 式 的 两 个 定理 .这些 不 等 式 在 算 子 函 数论 中 可 以 
找到 应 用 . 


算 子 矩阵 概念 最 早 是 在 讨论 Hilbert 空间 上 的 算 子 分 解 问题 时 引入 的 .与 此 相似 ,由 于 
完备 不 定 度 规 空间 本身 具有 各 种 不 同 的 分 解 , 因 此 [| 空间 上 的 算 子 相应 地 就 有 对 应 的 分 
ft. 自然 地 就 产生 了 [空间 上 的 算 子 和 矩阵 概念 , 它 在 1 空间 几何 理论 与 算 子 理论 研究 中 具有 
重要 作用 . 近来 在 讨论 [| 空间 上 的 约 化 理论 的 进一步 工作 时 ,也 涉及 算 子 矩阵 ,并 需要 研究 
算 子 矩阵 的 范 数 及 其 估计 方面 的 性 质 . 本 节 就 给 出 这 方面 工作 的 几 个 结果 . 

设 [[ 是 一 个 完备 的 中 空间 . 其 上 的 度 规 记 为 (。,。) ,由 该 度 规 产 生 的 范 数 记 为 上 |,1[| = 
H+H 是 1[ 空 间 的 正则 分 解 , 其 中 H, 与 H 都 是 Hilbert 空 间 . EAT LMA RS HAL. е 
与 [*,*] ,于 是 有 

Cay D = [oy ot e]. 


对 任何 x € 开 , 存 在 唯一 的 ze H. Kx € H 使 得 x 二 x 十 x . 若 用 | 与 上 -| 分 别 
Fatale. +]. Sle. +] 引入 的 范 数 , 则 还 有 关系 式 : 


FF = a 


BIL = HE+ He 是 [|[ 空 间 1[;，Gi = 1,2) 的 正则 分 解 ,A lh Alb 的 有 界线 性 算 
子 , 则 АЖ Ж [|]. C= 1,2) 的 正则 分 解 有 下 述 分 解 方式 . 
An Ал 
(DA = CAr Az) = | |. А 
Ar А» 
其 中 A, A, 分 别 是 算 子 A 在 互 ; 5 H° 上 的 限制 .而 A; BA, [1 的 正则 分 解 所 进 
行 的 自然 分 解 (i,j == 1,2), 即 An „А! 分 别 是 Н? 到 H, °” 与 HY 的 算 子 ;而 An ‚А, 分 


+ 


别 是 H® 到 H,” 与 H° 的 算 子 .于 是 对 z = arte € [h Ride = 


,有 


wr 
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Ах = A,z*+ Ar 


it ч x рын Аат 
Ay А») lr Ах + Ana i 
В, Bu Ba 
(MA = = š 
В; Bx В» 


其 中 B, ,Bs 分 别 是 算 子 A 从 [lL 到 H, 5 H? 上 的 自然 分 解 . Ba , B, ЗЕ B, EH,” 


тї 
与 H? 上 的 限制 (= 1,2). 对 工 = zt+ = | _ | 有 
е 
Ах = B z + Box 
P a и Byatt Baxr 
By В») la Byatt Box j 


TE: (1) 不 难 证 明 在 上 述 分 解 (1) 5 (2) 中 ,A; 与 B; (i,j = 1,2) 都 是 相应 空间 上 的 有 
界线 性 算 子 . 
(2) 一 般 来 说 А, = B; (isj = 1,2), {HA 


A + An = B + Bz 


А + Ax = В, + Bz. 
(3) 上 述 分 解 式 中 的 部 分 “十 ”号 及 本 注 中 的 “十 ”号 是 指 形式 和 . 
定义 林 空 间 [ = HP O H°” BID = HPOH? 中 的 有 界线 性 算 子 A 的 上 述 两 种 分 
解 中 , 称 (1) 为 第 一 型 分 解 , 记 为 
An An 
A= ‹А А = | | 
Ax А» 


而 称 (2) 为 第 二 型 分 解 , 记 为 


它们 都 是 [1 ЭП, 的 算 子 矩阵 . 
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定理 8.6 设 A 是 具有 正则 分 解 的 开 空 间 ]T = HY O H? а, = HYPO Н 中 的 
有 界线 性 算 子 ,并 


An An 
А = (А,,А,) = 


An А» 


是 A 的 第 一 型 分 解 , 则 下 列 结论 成 立 : 
D 5 СА + 1А I< AIS [А [+ [А>]. 


(2) |A | < Au |? + 1А, 1°. 
并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 点 列 {x; ) C H, ,使 得 


| Anat = Au | , 


А, | — | А, | 
同时 成 立 . 
(3) JA? < lAa |? + 1А |? 
并 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 点 列 {zx; ) CH , 848 | Aci xy |— lAa | 5] Ace x, |— 
|A | FTR. 


(О-у Ан [+ [An I An [+ [Ан D 


< |А{< JAn P + TAL + ТААТ +A; F. 
证 明 (1) 对 任意 xz € [[,Ф x= <x' += W 
[Ах |= [А,х*+ Azz | 
< |A,z' |+ [Ах | 
< Al: |z [+ | А, Ia | 
< СА, 1+ 14:12151. 


所 以 
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lA|< | Ai [+ [А. |. 
一 > |A,|.W#4 z, = x; 十 0, 则 有 


另 一 方面 ,存在 点 列 {zi ) Н, 使 得 上 Alzxi 
141 | Az. = |A + A,0 = 1А, 2 | 


. 


Jm | А |> | А, |. ARETAS |A,|. 于 是 有 


1 
lA|> А1 1А. 


(2) HAF A 的 第 一 型 分 解 的 定义 知 , 对 任意 Є Н, 有 
А, х |? = [А.х |? + 1А, |°. 


于 是 
lA? = sup |A,.z'| 


+ 
lz 1=1 


SUP Anat |? + sup [Ах |° 
a" H = 


ЖАЫ! 


lAn 1° + 1А, 1. 


IN 


| 


若 存在 点 列 {zr }С H, А 2 |— [Аһ |5 | Aix |— | Ax |н] з, Ж 
А, 1? > |A,z; |° = 1А. 1° + 1А 12. 

从 而 

Ai 1° > 14. 1 + 1А, |. 
于 是 

Ai? = [А + 1А, |. 

反之 , 若 有 

1А, 1° = [An + 1А, 1°, 

MH РЕ RW (z; }С H, { Ату 1 一 > 1А, |. eat Ж 
А, 25 |° = [А2 |? + [А2 |. 

因此 ， 


Anat |? F [А z; l т IA |? + 1А, |? (п — оо). 
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又 因 对 任意 tC H” 有 
Anat |< Au | ‚1А. 2? |< А, | Ы 
RAE EF (ха). PRH {ay ) ,使 


[Ату | 一 一 ~ Au | 


与 
[А2 — | Ai | 
同时 成 立 . 
(3) 与 (1) 的 证 明 相似 . 
(4) 由 (1)、(2)、(3) 立 得 . 
定理 8.7 设 A 是 从 具有 正则 分 解 的 [| 空间 
Ib = HP® HY 
到 
IL == HL 中 H° 
中 的 有 界线 性 算 子 ,并 且 


是 A 的 第 二 型 分 解 , 则 下 列 结论 成 立 : 
со JAI? < [Bi |? + 18, (°. 


等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 点 列 {x,}C П, E4 || Biz, | —> 18.15 |B,=,|— 
1B;1 同 时 成 立 . 


D|B |< [Bu |+ [Ba |- 


(3) | B2 1< 181+ 181. 


4) LC Bu [+ [Be [+ [Ba |+ [Be [D 


< |Al< vA Bu l+ TB. D + ABa [+ TB D. 
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证 明 (1) 与 定理 8. 6(2) 的 证 明 相 似 . 

(2) (3) 与 定理 8. 6(1) 的 证 明 相似 . 

(4) 由 (1)、(2)、(3) 立 得 . 

注 :定理 8. 6 与 定理 8.7 中 算 子 范 数 都 是 算 子 对 于 相应 空间 的 算 子 范 数 . 这 里 不 作 特 殊 
的 标记 . 

最 后 ,顺便 指出 ,定理 8. 6,8.7 中 给 出 的 不 等 式 在 算 子 函数 论 也 可 找到 应 用 . 


$ 8. 4 算 子 三 角 分 解 及 应 用 


本 节 在 有 限 维 不 定 度 规 空间 由 上 给 出 算 子 的 对 角 分 解 与 三 角 分 解 的 形式 ,并 给 出 相应 
这 些 分 解 的 共 印 运算 与 乘法 运算 的 方法 与 公式 . 


令 [[ 是 一 个 不 定 内 积 空间 ,dim [| = ”, 度 规 算 子 为 


— I, 
z.) 
这 里 0 一 & 二 ”了 是 单位 矩阵 
定理 8.8 令 A 是 n 维 []; 空间 上 的 算 子 矩 阵 ,A* 是 A 关于 不 定 内 积 [*,*] SHEE 
BE. 如 果 A 与 A* 没有 公共 的 零 性 不 变 子 空间 , 则 存在 [| 的 下 述 分 解 : 
I = H. G@H., 
ZE H, 与 H 分别 按 内 积 (.,…) 5, © | RA Hilbert 空间 ,并 且 dimH = k,dimH, = 
n—k AKER FM A 有 下 列 形式 : 


j= 


A, 
A= 


|. 


其 中 А, BEH- EA kX kE, An EH, 空间 上 的 (2 一 A) X (n — k) 矩阵 ,并 且 


A; 
А* = , 
| А; | 


证 明 ”通过 直接 运算 可 以 验证 . 
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定理 8.9 今 B 是 nn 1, 空间 上 的 算 子 和 矩阵 ,B* BAT B 关 于 不 定 内 积 [，,。] 的 共 
oo ME. 如果 BAB? 的 公共 零 性 不 变 子 空间 的 最 大 维 数 是 &, 则 存在 1[ 的 下 述 分 解 : 
Il=(Z@H)+Z', 


这 里 Z 是 [[ 的 零 性 子 空间 ,2Z” 是 Z 的 偶 对 ,使 得 算 子 矩阵 B 有 下 列 形式 : 


B, х @ ë Т, 
В = В. ] @ у . 
B 


Hp ede Z 的 基 ,7 是 Z 的 基 ,y 和 xz P k EOE gO y 是 秩 不 超过 k 的 算 子 ,并 
且 有 


B,” ° y@ ё TX 
В* == B: 7 @ z . 
B; 


证 明 通过 直 接 运 算 可 以 验证 . 
定理 8.10 令 B,C 是 n 维 []; 空间 上 两 个 算 子 ,并 且 


B, 2 &) £ T, 
B.= Ber 7Oy|， 
B,’ 
C; 5 б) ë N, 
C = G k 7 @ r 
G 
则 
B.C, (B;s+C;,z) QE B,N, + (r,z) + T,C,’ 
BC = B: G; 7 @ (Br 十 Ce y) 
B,’C,’ 


证 明 :直接 计算 便 得 . 
例 8.4 取 林 空间 上 的 算 子 矩阵 
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1 =х@& і 
1 
A= | | 7 >|, 
1 
=й 
1 yWé 0 
1 
В = ,| 1|, 
1 
= 0 = 1 
== |, :| 


| -a ®| | 


即 АВ = BA. 但 是 有 


“s| P 
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BI A* В Z ВА*. 
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§9.1 引言 


本 节 简 要 说 明 条 件 正定 型 的 由 来 . 


Hilbert 空间 上 的 二 次 型 理论 与 算 子 的 扩张 问题 是 现代 数学 物理 方法 的 基本 内 容 之 一 ， 
而 且 两 者 密切 相关 . 在 讨论 Hilbert 空间 上 算 子 的 相关 问题 时 ,由 于 内 积 是 正定 的 ,因此 往往 
与 正定 型 相 联系 ,并 已 获得 一 系列 成 果 . 近年 来 , 受 广义 相对 论 及 量子 物理 学 发 展 的 影响 ,在 
以 正定 内 积 为 基础 的 Hilbert 空间 框架 下 研究 问题 的 方法 已 受到 限制 . 取而代之 的 是 在 具有 
不 定 内 积 的 Pontrjagin 空间 上 考虑 问题 . 随 之 Hilbert 空间 上 的 一 些 经 典 问题 也 开始 在 
Pontrjagin 空间 上 讨论 . 条 件 正定 型 与 条 件 正定 函数 的 概念 在 此 背景 下 产生 了 ,与 之 相关 的 
问题 也 有 了 一 些 讨 论 .但 由 于 在 Pontrjagin 空间 上 的 条 件 正 定型 与 Hilbert 空间 上 的 正定 型 
是 有 本 质 区 别 的 ,Pontrjagin 空间 上 范 数 与 不 定 内 积 的 关系 较 Hilbert 空间 上 的 情况 复杂 得 
多 ,不 可 能 将 Hilbert 空间 中 的 结果 ,直接 搬 到 Pontrjagin 空间 中 来 ,同时 也 受 Pontrjagin 空 
间 本 身 性 质 研究 的 制约 ,因此 条 件 正 定型 和 Potrjagin 空间 上 算 子 的 扩张 以 及 条 件 正定 函数 
的 扩张 等 有 关 问 题 的 研究 多 年 来 一 直 进 展 缓慢 . 

本 章 的 目的 是 讨论 条 件 正定 型 与 扩张 问题 , 半 群 上 条 件 正定 函数 的 扩张 问题 . 得 到 了 
Pontrjagin 空间 上 对 称 算 子 的 扩张 定理 ,得 到 了 半 群 上 条 件 正 定 函 数 的 扩张 定理 . 作为 主要 
结果 与 方法 的 应 用 ,讨论 了 半 群 上 条 件 正定 函数 的 闭 扩张 和 有 界 扩 张 的 问题 ,并 证 明了 基于 
Potrjagin 空间 中 量子 力学 的 基本 定理 . 

为 了 与 Hilbert 空间 空间 上 的 内 容 相 联 系 与 比较 ,本 章 把 Pontrjagin 空间 上 的 不 定 内 积 
仍然 用 圆 括 弧 表示 , 即 用 (.,。) 表示 ,而 正定 内 积 用 方 插 弧 [.,，] 表示 . 


8 9. 2 条 件 正定 型 与 扩张 定理 


本 节 给 出 条 件 正定 型 的 概念 ,给 出 条 件 正 定型 及 可 闭 的 条 件 .最 后 证 明 条 件 正定 型 的 
扩张 定理 . 
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假定 所 有 线性 空间 都 是 复 的 . HK 是 两 个 Hilbert 空间 ,T:D(T) 一 > K 是 线性 映 
HDCT) 是 五 的 线性 子 空间 . KT ÆA, ABT A x, Є DCT),z 一 ~ 0, H 
| Т(х, = х) 0, 005 Tr, — 0. # T E- B] WJ AMAT ЛАЙ x, € DCT), х, —— x , R. 
|| T(x, — £n) | — 0. RA = E D(T), B Tr, — Тул. 

ЖУ 9.1 令 X 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 映射 p:XXX 一 ~C 对 第 一 个 变 元 是 线性 的 ,对 
第 二 个 变 元 是 共 固 线性 的 . 称 p 是 条 件 正定 型 ,如 果 存 在 一 个 直 和 分 解 

X= Xet Kes 
这 里 X 是 闭 的 ,X_ 是 有 限 维 子 空间 , 且 满 足 
Plax, x4) 之 0О;р(х- 270 = 0; р(х * e ) = 0, 
对 任何 zx; E Xi,2 € X RZ. 

WR p 是 X 上 的 一 个 条 件 正定 型 , 则 集 
是 一 个 线性 子 空间 . 

不 难看 出 ,定义 9.1 中 XX 的 分 解 形式 不 唯一 ,而 在 模 N, 的 意义 下 才 唯 一 ,而 且 N, 的 任 
意 子 空间 可 随意 处 于 X, ЫХ 之 间 的 任意 一 个 . 

商 空 间 X/N, 有 一 个 自然 的 不 定 内 积 

jy š р(х,у), х,у Є Xx. 
相应 于 这 个 不 定 内 积 , 可 以 得 到 一 个 正定 内 积 
Lx +Npsy+N,] = р(х, ур) — plr- sy), 
其 中 х+Є Xy E Xr = rt rsy = yt y. 
将 X/N, 按 着 内 积 [，,，] 完备 化 ,所 得 到 的 Pontrjagin 空间 记 为 Х,. 
ШЖ p 是 条 件 正定 的 , 则 它 的 模 


| p | (zy) = play у) — pla») 


EEEN, Hp r€ Xy € Xr = zz sy = yty. BRAN, = Му. 
令 义 是 一 个 线性 空间 ,p,q BX 上 的 两 个 条 件 正 定型 , 且 N, C N,, 则 映射 方 :X/N, X 
ХУМ, 一 =C， | 
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= + N, y+ N) = p(z,y),z,y € X, 
是 X/N, 上 的 条 件 正定 型 . 并且 Pontrjagin 空间 X, 与 (X/NN,); 是 同 构 的 .事实 上 ,由 N, C 
N, Hp AHL AGRE IEE. Bay € XWA 
(2 +N,sy+N,) 
= p(z,y) = (= +N, y+ N,) 
= ((x + N.) + Nz, (y+ N.) + N>. 
所 以 映射 U:(X/N,)/N; 一 > Х/М,, 
U((z+N)+N = =+ N,,z € X 
显然 既是 单 射 又 是 满 射 . 于 是 U 可 以 扩张 成 (X/N,); SJ X, 上 的 同 构 映射 . 
为 了 方便 ,以 下 提 到 的 p 是 Pontrjagin 空间 [| 的 稠密 子 空间 M 上 的 条 件 正定 型 ,是 指 M 


关于 条 件 正定 型 p 定义 中 的 分 解 与 [的 某 个 正则 分 解 一 致 . 

4 M E: Pontrjagin 空间 [| 的 稠密 子 空间 ,M 上 的 条 件 正 定型 p 称 为 是 可 闭 的 ,如 果 对 每 
个 点 列 

z, € Myx, — “0D, = Lm m. ~ Ën) ====0, 

WA p(x, +x.) —— 0. BRA x, —~ 0,0 p(x, .x,) — 0, HHA | p | (z, ,z,) — 0. 
于 是 有 

推论 1 设 p 是 条 件 正 定型 , 则 p 可 闭 , 当 且 仅 当 |p| 可 闭 . 

推论 2” 设 户 是 Pontrjagin 空间 T[ 的 稠密 子 空间 M 上 的 条 件 正 定型 ,并 设 M 是 M 按 不 
定 内 积 


(х,у) = (х,у) + р(х,у), х,у Є M 


导出 的 正定 内 积 [.，.],, 确定 的 范 数 | .| 的 完备 化 . 则 存在 M 上 的 闭 条 件 正定 型 方 是 户 的 


扩张 . 并 且 M, пр ВЕНЕ A BUM > 中 . 进而 户 是 可 闭 的 , 当 且 仅 当 有 八 可 以 ( 单 映 ) HRA BUTT 
h. 
Ж ЕВ ik zr € M, 则 存在 点 列 =, € М, |, 一 zl， 一 ~0, 又 有 


| рР(х„.х„) — р(х„.хь„) | 


= | р(а sm 3 + 力 G tee) — Plo ota) — plate ota) | 
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<| Pra sma — Deant tet) | 十 | phx sae) — pw 5а) | 
< р(х, 一 To+s Zr — Lint FL play En)? + P (m 9T m4 )z] 


十 | PGE — Bee T — Ж) | 去 [| РС. +9 |? +| Le aa a |z]. 


而 由 
\т[н = [zz 了 
= [(х,.,х+) —(х-,х_)-+Ер(ху,ху)—р(х—,х_)]#, 
知 
PC tut za) < [=+ 1: 
pda, oe) |S |=, = 
从 而 有 
бла Dect эш — Eee) S аа хы [See 
| phan, а в — aie) | ра а |: 
所 以 由 
|=... 一 Lint E — 0, 
及 
|a, = z, |a —0, 


知 р(х, +X,) 是 收敛 的 . 再 联系 前 有 关 不 等 式 还 知道 р(х. р, 5 р(х, эх.) 也 是 收敛 的 . 
现在 定义 方 :MX M — C 为 


plr,x) = limp(z,,z,), = c M, 


则 是 p 的 扩张 且 条 件 正 定 ,并 且 显然 是 闭 的 . 
由 于 对 任何 x € М,р(х,х) = 一方 (zz), 从 而 有 


b (z, , z+) = p(x, ‚„<ь)› 
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plaz) = prz). 
于 是 
{х+М,|= |х+М;|. 
因此 ,映射 
V:M/N, —>M/N;, 
Viz +N,) = <+ №,х € M, 


可 以 扩张 成 一 个 M, 到 M; PARKA. 
最 后 , 令 i:M 一 > [| 是 包含 映射 , 则 对 x € M, 有 


128 = lels lela. 


于 是 车 x € MANS zx € M 满足 | zx, 一 zx， 一 > 0. 


|20) —z|= |x, —z|— 0. 
А i(x) H ilr) = limi(x,) 来 定义 ,结合 等 式 
|14, = Сх, 
= (24524) — (хх) + play stp) — pit- st) 
便 知 i 是 单 映射 等 价 于 p 是 可 闭 的 . 
推论 3 KA 是 中 空间 上 处 处 有 定义 的 线性 算 子 , 且 满足 : 
(х,Ау) = (Ах,у), 


对 所 有 х,у € П.ДА 是 有 界 的 . 
证 明 НИЕ, ЕНН А 的 图 像 G(A) 是 闭 的 即 可 . 设 (z,Az,) — (х,у), 
只 需 证 (x,y) Є G(A), 即 y = A+ ,对 每 个 >€ I]. 


(z,y) = lim(z,Az,,) 
= lim(Az,z,) = (Az,x) = (z,Ar). 


FE y= Ах, GCA) 是 闭 的 . 
推论 4 ik p E Pontrjagin 25 [н] | | BJ BAS +- == 18] EA A TR CB py.) = р(х, 
y)) 条 件 正定 型 , 则 存在 I[ 上 唯一 自 伴 算 子 A, 使 得 p(8,y) = ($, Ag). 这 里 A 是 条 件 正 定 算 
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FEX} r = rtre TI 有 
(Az,,z,) > 0,(Ах-,х—_) < 0. 
证 明 ш p AA p 的 定义 域 D(p) 可 看 作 是 一 个 按 不 定 内 积 
(Ohi = р(ф.ф) + ($, 2) 


完备 化 所 成 的 [空间 1 A KER 上 有 界 共 轿 线性 泛 函 的 空间 . 令 j 是 由 y 一 > 
Cop) AAT BUTT 中 的 线性 嵌入 映射 ,并 且 7%) 是 有 界 的 ,因为 有 


LID Ф 11 (pod) | =| Cr pid + (é ,2 ) | 
< lgl lols + lgl- Bel. < 211+ 191. 
再 令 i 是 把 IT， 嵌入 到 条 中 的 单位 映射 . 现在 给 定 5 € П... Bo 由 下 式 确定 
(ВФ) (Ф) = ph, D) + ($,8). 


显然 ,BB c I. HIS EA RAE AN Riesz 引 理 知 BET. 到 本 ， 上 的 等 距 同 
构 . 
取 


D(B) = (g € [In | By € Ranj}. 
fE D(B) bX BAB = j ' B. KHA у RET 中 稠密 . 如若 不 然 , 则 存在 一 个 XE 
I ,使 * 壮 0, 但 4(j(y)) = 二 0, 对 每 个 y€ ||. 由 Riesz 5/4] PEE $ = 0 EE 
AGG) = GB) = (фф). 
对 所 有 y € 成立, 这 是 不 可 能 的 . 因此 Кап) 在 IT[， 中 稠密 . 因 BSR, I DCB) 在 


П Ж [+ 稠密 .再 由 | 上 过: 及 [TL 在 [中 稠密 知 DCB) 1С ККЖ. 
iz Фф € D(B), 则 


($, By) = роф, р) + ($, g) 
= рор) + роф) 

= (p, BB) 

Вр, $). 
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于 是 B 是 稠密 的 对 称 算 子 . 

下 面 来 证 明 BR ASF. ФЕ = B71j, 由 于 下 是 [[ 到 ]] 中 处 处 有 定义 的 对 称 算 子 ,由 
推论 3 知已 是 有 界 自 伴 的 .下 显然 是 单 射 .于 是 Е. КапЕ 一 ~ 由 是 自 伴 算 子 .而 天 = BL 
以 BAAR Т. 

最 后 定义 A = B 一 了 1, 则 A 也 是 定义 在 D(B) = D(A) 上 的 自 伴 算 子 ,并 且 对 $,y € 
D(A) 有 


由 p 是 条 件 正定 的 , 知 A 是 条 件 正 的 . A 的 唯一 性 是 显然 . 

推论 5 设 A 是 一 个 条 件 正 算 子 . 且 令 

40%,4) = ($,Ay),$,y € DCA). 

则 q 是 可 闭 的 条 件 正定 型 . H q 的 扩张 (或 闭 包 )g 是 唯一 条 件 正 自 伴 算 子 A 的 条 件 正 定型 ， 
HA qyp) = ($, Ày). 

证 明 S 

(ФУ) = q($.2) + ($, 2). 

Pontrjagin 2 |н] a. 如 同 推论 2,q PUP KA 上 的 闭 条 件 正定 型 q. 要 说 明 q BILLA 
的 条 件 正定 型 ,只 需 证 明 ]T, ETM FR. 为 此 令 i:D(A) 一 > [[ 是 包含 映射 . 由 于 |4| = 


|#| ,4, 因 此 i 是 有 界 的 . 再 由 通常 的 B.L. 工 扩张 定理 知 ,i 可 以 扩张 为 一 个 有 界 映 射 i: П 
— [LE il< 1. жЕ CT. 只 需 证 i 是 单 射 .假设 i 和) = o, ЧЕ $, € DCA) ,使 
1$ 一 和 上 1 一 > 0, 且 |i($,) | = ig, | —> 0. 于 是 再 由 9 是 可 闭 的 知 

[#1 = агас, bor) 一 abe Be) + Ber Ber)? — ($s bo)] 

lim(|q| (4,44, + |, |) = o. 
于 是 i 是 单 的 . h q 的 定义 还 知 i 是 满 的 . 从 而 i 是 一 对 一 的 . 

因 是 闭 的 对 称 的 ,由 推论 4 知 存在 唯一 的 自 伴 算 子 全, 使 DCAD = D(9), 且 满足 9($， 

p) = (Ag) ZE $ € DG) y E D(A). MES € DCA). Wh g eg 的 扩张 有 


(Аф, ф) = 906,0) = ($, Ap). 
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对 所 有 y € D(A) 成 立 . 于 是 有 
$E DA) = D(A), 


Дф = À$ = Аф. 
BD АЖА 的 扩张 . 同 理 , 当 A’ 是 A 的 任意 对 称 扩张 , 且 РОА) Сре) AREA 的 扩张 . 
FEMA 是 自 伴 时 就 有 人 A =A. f 
| 定理 9.1 1. К 是 Pontrjagin 空间 . M 是 [[ 的 稠密 子 空间 ,p 是 M 上 的 条 件 正定 型 ， 
(1) 若 
| AC = Те» To) sary М, 


MU p 是 可 闭 的 ( 闭 ) 的 , 当 且 仅 当 工 是 可 闭 ( 闭 ) 的 线性 映射 . 
(2) # 


р(х,у) = (Тх,Ту), х,у € М 


户 是 可 闭 的 条 件 正定 型 ,上 且 方 是 MCTLE 由 之 扩张 而 来 的 闭 条 件 正 定型 , 则 工 可 以 扩张 为 闭 
线性 映照 了 ;MM 一 > К, НЕ 


P(r,y) = (х,у), х,у Є М. 
(3) & 
р(х,у) = (Рх,у),х,у € M, 


且 广 对称 , 则 户 可 扩张 为 MCTILE 闭 的 条 件 正 定型 DP PKR WARES Р. 
D(P) 一 > П, В 


MC D(P) СМ, (х,у) = (Pr,y),z € D(P),y € M. 
M, n| LAE RE А #JM; 中 . 此 外 还 有 
LPG oz) Sp (ху) |z. |, 
х= хх € CCP) =m DIP’) 


H+ (xr) = liminf | P” zx, kai 
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进而 
|p| (roy) < тах{и+ (z,)) 151. 
(4) FG 
р(х,у) = (Тх,Ту) = (Pr,y),z,y € M, 
则 (3) Ay T AR. B M = 叮当 且 仅 当 存在 一 个 C~( 记 ) 的 稠 子 集 G 满足 
Sup{ys (х) | £ = r++- € G) 


是 有 限 的 . 


【0 和 让 
因此 存在 一 个 等 价 范 数 | |, 使 得 
|Р|‹(х,х) = |Т: |5,2 € M. 


再 由 推论 1 (8 30 p 可 闭 ( 闭 ) 当 且 仅 当 工 可 闭 ( 闭 ). 
(2) Hx € M, WEER n € М} a KAF z. 由 于 存在 等 价 范 数 | . | ,使 得 


|Tz |? =| p | (zx) < |x|} z € M. 
因此 点 列 Tr, 按 范 数 | .| 收敛 . FETS Tr = limTx,. 再 由 的 定义 有 
Perr) = limp(z,,z,) = lim(Tr,,Tz,) = (Tr,Tr). 
所 以 B(x,y) = (Tr Ty) AHER x,y € M. 因 方 是 闭 的 ,由 (1) 知 了 也 是 闭 的 .最 后 MC П 


是 按 推论 2 中 M 可 单 嵌 入 林 [中 的 意义 来 理解 . 
(3) 结论 的 前 一 部 分 由 推论 5 及 推论 2 即 得 . 现在 设 


r= r,+ z=- € C> (P) ср), 
则 有 
Play ry) = (pry yrs) < prs [+ 151, 
Dlr- sr) = (pr ,zr < |r- |: |x| 


又 对 每 个 i 0„1›4»** 有 
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Сф, ра) = PP x, 24) = (P x), + (p x) zi) 


= (Cp r4)45(p'"x4)4). 


于 是 有 
| | = Bray xy) <pre> e 
同 理 有 
в |? = |8 |e 11. 
因此 有 


+ (z oxy) < Pry e Jea |". 
再 对 上 式 两 端 取 下 极限 便 得 到 需要 的 不 等 式 . 最 后 
| PCr) |= play a) — ple ,z- Spy (ay) |а PP tp |x|? 
< тах{д+у (z,))(|=, |? + |= | = тах{и+ (z,)) + lef. 


(4) W EWH: ARM || АЯУ, С" (О) = П (D(Q")) 在 [中 稠密 . 我们 已 
经 知道 当 Q 是 M 到 Hilbert 空间 的 自 伴 算 子 时 ,结论 是 正确 的 . 设 Pontrjagin 空间 [[ 的 度 规 
算 子 为 ,1[ 按 正定 内 积 形成 的 Hilbert 25 a| Ж H. WJ QO ЖН EW AAT. 由 于 度 规 算 
+ J 是 等 距 同 构 , 因 此 C” (О) 在 中 稠密 . 下面 证 明 (4). 

充分 性 : 设 G 是 C™(P) 的 稠密 子 集 , 且 令 C, = sup{j (х), Є GWAZ 及 (3) 有 


| Tx = (Try Try) = (Tr Te) = Pry 5x4) — pr ,zx ) 
< max{ps (x)} + |x|]? < max(C,) .|rl:,r€EG 


НСА ПИЕ СЕТ. Ftc с 了 任意 ,存在 点 z, € G 列 ,使 得 
x, — ax. hF P HER DO) SED ЗЕ ТЇЙ ЖЇК IE Н Z HELM H, AEE 


=, £ @ — C= (6) C M. 


|Tr |? < max(C.) + 141,266 


知 点 列 Tr, WM. 又 因 了 是 闭 的 ,x © DIT) = M.B ЖД Tr, — Tr. НЕН Т М = П. 
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并 且 对 z € MA Trl? <max{C.} + 11°. АШ TAR. 
必要 性 : 若 M = ПА Т.М К 是 有 界 的 , 则 对 每 个 zxE D(P),y CMA 
(和 和) = (Tr, Ty) = (Ре, у). 
因此 对 xE€ D(P) Т” Tr = Pr. LAW DP) 在 林 中 稠密 ,所 以 若 zxeE П.Д x, € 
D(P) 使 zx, 一 >x. 于 是 由 Pzr, = T Tr, m Pr, —>T* Tr. ith P BMWA > € DP), 
Н Px, — Pr. 进而 有 D(CP) = Ц.Ж Н P= T° T. FM 2 C 可, 及 n= 二 0,1,2,… 有 


| Px?" < [Р]. [хт]. 


因此 对 每 个 ж Є Ji. ,有 H+ (r) < | PI. 于 是 sup (pes Саз. )) 有 限 . 
推论 6 ШЖ М 是 Pontrjagin 空间 [| 的 稠密 子 空间 . 并且 P:M 一 > || 是 一 个 条 件 正 算 
子 , 则 


p(ay.22) < liminf| P”, |?" - |=, |, 


对 每 个 x = rtr E С° (Р). 

WRA MG) 的 证 明 过 程 即 得 . 

推论 7 令 M 是 [[ 的 稠密 子 空间 . K 是 一 个 [|]; 型 空间 . T:M— K 是 一 个 闭 线性 映射 . 
则 M = 器 , 且 工 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 存在 M 的 稠密 子 集 G 及 C 宇 0, 使 | T> |< C|=| ,= € 
G. 

证 明 ”在 (4) h p 取 为 不 定 内 积 (.,，。) 即 得 . 


8 9. 3 半 群 上 条 件 正定 函数 与 扩张 定理 


本 节 讨论 半 群 上 条 件 正定 函数 的 扩张 问题 . 首先 给 出 条 件 正定 函数 的 概念 及 Kernel Ж 
构 , 通 过 若干 引 理 证 明 半 群 上 条 件 正 定 函 数 的 扩张 定理 . 


由 于 在 Pontrjagin 空间 由 上 关于 有 界线 性 泛 函 表示 的 Riesz 定理 成 立 . 因此 [| 上 的 不 定 
WERC, O 可 以 作为 一 个 映射 (.,…):]] 1 С. 用工 表示 |1 到 [[ 中 有 界线 性 算 子 的 线性 
空间 1.(]].[[). S 5 是 一 个 集 , 用 下 = ЕС.) 表示 从 S 到 I[, 除 了 有 限 个 点 外 为 零 的 函数 
全 体 的 线性 空间 . 
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对 于 / € FF, 相 应 于 [| 的 分 解 || = IL. Co IL ,可 唯一 表示 为 : 
f = f, G) + f- t ES. 
定义 9.2 一 个 函数 A:S X S 一 ~L 称 为 是 条 件 正定 的 , 若 对 每 个 EFA 
Sh WAG (s)) > 0, 
并 且 
Df WACGDS (5)) < 0,2,5 E S. 
条 件 正定 函数 记 为 CPD 函数 . 
一 个 СРО 函数 A:S х 5 —» 1 确定 了 下 面 的 一 个 条 件 正定 型 : 


ЕХЕ +С, 
q(g,f) = У) (gt), ACsst)) fog € Е 


BZA A 的 条 件 正 定型 . 
令 sES,zET[, 用 太 . 表 示 仅 在 * 点 值 为 zx, 而 在 其 他 点 处 值 为 零 的 函数 , 则 显然 有 /... 
€ F. MEIZ A:S х S—— L 是 一 个 CPD 函数 ,g 是 A 的 条 件 正定 型 . 
Ms € S, 作 线性 映射 : 
Xs): [I F/N,, 
Xl = fas N,, z € П. 
其 中 N, 为 g 的 迷 向 部 分 , 则 对 ,zeE S,r,yE TI 有 


CY ACs DT) = q(f,., for) = (X(t)y, X(s)z), 


并 且 对 每 个 FE FLA УХО) f(s) = f + N,. 
上 述 结 果 是 正定 函数 Kernel 的 结构 在 条 件 正 定 函 数 中 的 情况 . 
引 理 9.1 4 р Pontrjagin 3 H | | E YB Fs |a] M 上 的 条 件 正 定型 , 则 下 列 条 件 等 
价 : 
(1) 对 每 个 x € M, 存 在 一 个 函数 ma) > 0 使 得 
| р(т,у) |< т\т). | >| ,ye M. 


(2) 存在 唯一 的 条 件 正 算 子 Р.М 一 ~ [| 使 得 p(x,y) = (Pr ,y),z,y € M. 
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证 明 由 于 对 每 个 x€ M, pay) 可 以 看 作 是 M 上 的 有 界 泛 函 , 并 且 Pontrjagin 空间 
上 的 Riesz 定理 成 立 , 因 此 (1) 与 (2) 成 立 . 

引 理 9.2 今 A:SXS 一 >L 与 B:SXS 一 >L 都 是 CPD 函数 ,g Sr HEA SB 
的 条 件 正定 型 . X:s —>L (x, F/N,) 是 Kernel 结构 中 的 映射 , 则 下 列 结论 成 立 . 

(DN, CN, 当 且 仅 当 存在 一 个 Pontrjagin 空间 K 及 一 个 线性 映射 : 


T:F/N,—>K 
满足 
(у,В(5,0)х) = (TX), у, ТХ (9)x),s,t € S,z,y € П. 
(2) 对 每 个 点 列 
fr € F,gqtfa f.) — 0, 
一 
蕴含 r(f,,f,) 一 ~0, 当 上 且 仅 当 存在 一 个 Pontrjagin 空间 K 及 一 个 闭 映 射 : 
T DCT) — К, 
满足 : 
F/N, C D(T) СЕ,, 
AA 
(y,B(s,)z) = (FX (t)y, ТХ (s)x) ,st € S,zr,y € TI. 
(3) 存在 一 个 函数 т: Е/М, —> R WE: 
|r(g,f) I<m(g+ N) lal fA? fog € F, 
当 且 仅 当 存在 一 个 条 件 正 自 伴 算 子 Q:D(Q) 一 > F ,满足 : 
F/N, C D(Q) СЕ,, 
AA 
Cy, Bs.t)x) = (QX (1) y,X(s)z) ,st € S,zr,y € |]. 


证 明 ”必要 性 :车 N, C N,, 则 令 K = 下 .并 作 映射 : 
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T:F/N, —F/N,, 
TCF 十 N) = f+N,, f € F. 
TRT RAPER. 4 st € S x,y Є [Wh Kernel 结构 有 


(y,B(s,t)x) 


r Fey Ж, 


= (fiy + N,, f... + N,) 


(TX (t)y,TX(s)x). 
充分 性 : 若 满足 条 件 的 天 及 T 是 存在 的 , 则 对 任意 f,g € FA 


re = >) E, BE, Df) 


>) (TX Og), ТХ (5) Cs)) 


lI 


(>) TX (a) g(t), >) TX (5) f(s)) 


(TO X(s) g(t), ТУ) X(s) f(s)) 
= (Tig +N,),TCf+N,)). 
aff) = 0, 则 f € N, , Вр ft N, = 0, 于 是 


0= |TCF+N,)]? 


lI 


(T(f+ N), ,T(f+N),)— (TOF EN) ,TCF 十 N) ) 
= | r | (fs fy 


BD f € №, №, = N. ,所 以 f € N, BN, C N,. 
(2) 必要 性 : 设 点 列 fa e F.# 


QC fas fn.) —> 0; 
FCF, — fins Fa — fa y ——* Os 


蕴含 着 figs fg) — = 0: 则 取 Ja = fin == 0,1,2…), 便 知 从 q( f, f) = 0, 可 推出 r(f,f) = 
0, 即 有 N, C N,. 这样 可 以 定义 一 个 条 件 正 定型 ; 
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p:F/N, X FIN, —* C, 
P(g +N. РЕМ) = r(g,f),f,g € F. 


由 假设 及 可 闭 定义 知 p 是 可 闭 的 . HLS K = F,, 映 射 T:F/N, 一 >~ 开 如 同 (1) 中 的 定义 , 则 
Xİ fog E Е 


Pe tN, f + N.) = r(g, f) 
= (g+ N,,f + М, 


= (T(g+ N),T(f+ N,)), 


于 是 存在 一 个 闭 线性 映射 了 :D(T) 一 > K, 满 足 F/N, CD(T), B. Т Т 的 扩张 .于 是 由 
(1) 中 的 等 式 便 知 ,对 任意 xz,y € [st E SA 


(у,В(з,1) х) = (TX (0) у, TX (ух). 
充分 性 : 若 满 足 条 件 的 K ,了 是 存在 的 , 则 如 同 (1) 中 的 情况 有 


Iri OA = TF+N)N,fER. 


由 了 是 闭 的 , 即 车 
f, +N. € DD), 
f, +N, — f + М№,, 
IRA- fn +N, 1—0, 
则 有 
Tf, + N.) — TH+ М), 
Н. 
fa + N, € р). 
这 样 由 
a fur fa) — 0, 
A 


fr +N, —>O+N,. 
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由 
|С, — f, + NO|— 0, 
可 得 
r( fin —Jas f, — fm) — 0, 
于 是 
ТСР, + N.) — TO+N,). 
从 而 


lr | Fas fa) — 0. 


由 此 有 СР, f.) — 0, 
(3) 充分 性 : 若 Q 具有 所 述 的 性 质 , 则 对 fog € 下 ,有 


ref) = >)(\д().В(з,) Cs)) 


DAX (г) (г), Х(5) /(5)) 


| 


(Q> XW в), У) ХС), f(s) 


(Q(g + N,), (f + N,)). 
于 是 
lrg. Р I< теа + М+М, = mg t+QN,) sla] (f, р. 


ЖФ m(g+N,) = IRN) |. 
必要 性 :显然 有 N, C N, ,定义 ИМ, 上 的 条 件 正定 型 p 如 下 : 


plg+N,,f+N,)=r(g,f), 
则 
| p(g + N,. f + N.) | 
<m(g+N) |+ N| f.g € F. 


由 引 理 9. 1 存在 一 个 条 件 正 算 子 Р: f/N, 一 > 下 , ,使 得 
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| PEN of №) |= (PC 十 No SEND fog € F. 
取 g = Fy of = f. a 4501 Є Stay Є П.А 
plfiysfsi) = (y, Bos tx) = (РХ (г) у, Х(5) х). 


于 是 条 件 正 算 子 已 可 以 扩张 成 Q, 且 满足 所 要 求 的 条 件 . 

定义 9.3 ”假设 是 一 个 有 单位 元 的 单 群 .A:SXS- 一 上 是 一 个 函数 .一 个 三 元 组 (K ,x， 
R) 称 为 是 A 的 扩张 ,如 果 K 是 一 个 Pontrjagin 空间 .R:][ 一 > K 是 一 个 线性 映射 ,并 且 对 每 
+s € SWF x(s):D(s) — K 满足 下 述 条 件 : 

(Dx) = I; 

(2) Кл 包含 在 每 个 D(s) 中 ,s € S; 

(3)x(s)Rr:s € S,z EE 的 线性 包 M {ЕК PRHE, HH M 包含 在 D(s) 中 ,s € S; 

(4)л(5)л()А = п(5)А,5,1 € S,k E M; 

(5)(y,A(s,t)z) = (x) Ryox(s)Rr),s,t € S,k € |]. 

A 的 一 个 扩张 叫做 闭 的 (或 有 界 的 ) , 若 对 任意 yE S,x(s) 是 闭 的 (或 有 界 的 ) AF. 如 果 
扩张 (K,x,R) 是 有 界 的 , 则 因 Ds) Е K 中 稠密 ,x(s) 可 以 扩张 成 为 K 上 的 有 界线 性 映射 ， 
对 任意 5 E S,x 是 一 个 半 群 同 态 . 

现在 给 定 一 个 半 群 S 和 一 个 CPD 函数 A:SxS 一 >L. 令 g 是 上 A 的 条 件 正 定型 .对 
每 个 € S, 确 定 一 个 CPD 函数 A,:SX S—— L 如 下 : 


A,(s,t) = ACus,ut),s,tE S, 
it q, ЖЕ БА, 的 条 件 正 定型 .对 每 个 € S$, 作 线性 映射 alu): F— F WF: 


(а(и) Р) = У\ у), € Sof € F. 
推论 8 
(1) 上 述 定义 的 映射 a:S 一 >L(F) 是 一 个 半 群 同 态 , 且 a(1) = Ir. 
(2) 4, (86. }) = q(a(u)g,a(u)f),u E S, fag € Е. 
(3) HS u E S, 存 在 一 个 F， 到 F, 的 等 距 映 射击 ;(Cx). 
ПЕНЯ (1) F usvst Є S,f € 下 , 则 
(а(и),а6) РО) = У) (аб) fi) 


г.ш'=1 
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| 


SFO) 


(a(w)f) (2). 


lI 


另外 由 (al) о) = >) f(s) = РО) MA ad) = Tp. 


1.5= 1 


а. 06.) = У) (е0) .ACus,ut) f(s)) 


= У! Se), Ў) Абиз, ш) fls)) Cus = s'sus = 17) 


м иш=! srus= 5 


= Mag’) Als’ st Jalu) f(s)) 


= g(g(w g,a(u) f). 
(3) жиє S,f € FWAD 有 
If+N, P=la 1 СР, 
= | qu | (а(и) fra f) = law f +N, |°, 


这 个 映射 f +N, ——a(u)f + N, TAP RRP, BF, 的 等 距 映射 i(w). 
定理 9.2 i S 是 一 个 半 群 .A:S х5 —= 1 是 一 个 CPD 函数 ,g 与 gq,(u € S) 分 别 是 
FEA SA, 的 条 件 正定 型 .X th X(s)=z = fi, + N, 定义 的 映射 . 则 下 列 命题 成 立 : 
DA 存在 扩张 当 且 仅 当 N, CN, ЯЕ а Є S. 
(DO 若 对 每 个 点 列 /„ EF, 


人 一 Жз — 0 
蕴含 着 对 每 个 x € S 有 g.(f,,f,) 一 > 0, ША 存在 闭 扩 张 . 
© # А 存在 一 个 闭 扩 张 , 则 对 每 个 点 列 f, Є F, 
| q | (fy sJ aI) — 0, | q. | Che Ога 


蕴含 着 对 每 个 ww€ S 有 |а, | (Ж sf, —* 0, 
(3)A 存在 有 界 扩 张 当 且 仅 当 
D HED u € S, 存 在 一 个 条 件 正 定 自 伴 算 子 P(w):F/N, 一 ~ 下 , WE: 


(У.А, (5, )х) = (PX) y, Х(5) х),5, € S,z,y € Ts 
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O 对 每 个 € S, 存 在 一 个 Co (Pu) Т С, 满足 : 
sup{py (u,z,);z = Tr € G.) 


都 有 限 . 其 中 Pw) 是 PD 的 扩张 , 且 
p+ usx) = liminf | Pu)” z, [ 


证 明 (1) 必要 性 : 设 (K,x,R) 是 A 的 扩张 , 则 


q(g,f) = Se), AG.t) f@)) 


Dx) Rg A) x Rf (s)) 


\ 


‹($)хл(т)Ё&(), X С) RFCs)) 
又 有 


q.(g.f) = q(a(u)g,a(u) f) 


lI 


(Dr Ra g) (0), X Raw) f)(s)) 


O rt Rg), X nas DRF) 


(z(u) >) (Rg (t) x(a) У) x RF (s)). 


Al z(u) 是 线性 的 ,所 以 N, C М,. 
充分 性 :由 假设 及 推论 8(2) 对 每 个 € S, 映 射 


«би BEN. —= FN, 
nuff + N,) = a(u)f HN, f € F 


是 有 定义 的 . 取 K = F, R = X(1). 下 面 说 明 (K,x,R) 是 A 的 扩张 . 
Or) = Ir 是 显然 . 
@ H x(s)R = X(s),s € S 有 x(sS)Rr = Х(5)л. 
© H R= XQ) 及 @ 便 得 . 
@ HD) ХС) f(z) = f + N, MIHE u € S, € ЕЖ 
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nu) >) X(s) f(s) = mlu) f + N,) = (aw fr) +N, 


DX a PCD = DX У) FG) 


= DX (us) 2; f (s) 
= Sj X ws) fis), 
于 是 对 任意 u,v,s € S,f EF 有 
m(u)z(v) >) X(s) f(s) = z(u) У) XGs) fC) 
= X Xw) f(s) 


rlw) >) X(s) f(s). 


@ 对 任意 1,s € S,z,yE A 


(y,A,(s,t)x) 


| 


Т е s fax.) 


\ 


(X(t) у, Х(5) 2) 


(x(D Ку ях) х). 
DO 由 引 理 9. 2 知 , 存 在 一 个 Pontrjagin 空间 К 及 一 个 闭 映射 了 :D(T) 一 > K 满足 : 
F/N, C D(T) С Е,, 
AA 
(у, BCs, Dx) = (X Oy ТХ (х) 2),5 € S,z,y € JI. 
由 此 令 B = A,,r = ч„.и € S, 则 存在 线性 映射 
T(u):DT(u) —> К.К = F/N,, 

使 得 

(yr As Or) = (би) ХС) у, Ta) XG) 2). 
由 于 XC) =X), HR 


nat) = T(u)i(t) BR = X), 
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则 有 
(у, А(иѕ,ш)х) = rut) Ry ,л(иѕ) Кх. 


即 得 A 的 一 个 扩张 (K,x,R). 其 实 这 还 是 一 个 闭 扩张 ,这 只 需 注意 nus) = ril), ЇЙ 
Tw) 是 闭 的 ， 


i(s): f +N, жаб) f + N, 


是 线性 等 距 的 便 知 . 
@# A 有 一 个 闭 扩 张 (K,x,R), 则 对 fog € FA 


g(g,f) = СУ) r@Re(t), >) a(R (s)) 


= De), ACs.) fC). 


lal fifi.) = | Усу, о |? —o 


Lal (f, — Л = |) У) соке | — o, 


及 x(u) 是 闭 算 子 知 z(u) DS) (Re (т) —> 0, BNA | q | Cf, , f.) — 0. 


(3) 必要 性 : 设 (K,x,R) 是 A 的 有 界 扩张 , 则 由 (1) 知 ,对 每 个 w€ S# N, C N, . TE 
如 同 (1) 中 有 F, 到 天 上 的 一 一 上 映射 口 及 AG):f 十 N, 一 >a(wu)f 十 NN,. 令 


Р(и) = U* z’ (и)л(и)О,и є S, 


则 对 UsSst Є SiTy = ПЕ 


| 


(P(u) X )y, Х(5) х) (U ' x" (u)x(u)UX (1) y, Х(5) х) 


(z=(u)UX (2) у,я(и)ОХ (5) х) 


DUI HX Ayri (5) Х(1) x) 


= (rlu)x(t) Ку ,л(и)я(5) Ке) 


(y, А (ш ,иѕ) х). 
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于 是 OQ 便 得 . | 
充分 性 : 若 条 件 @ 成 立 , 则 由 引 理 9. 203) 知 N, C N,. 于 是 可 定义 F/N, 上 条 件 正 定型 
ba b (g+ Nos f + Ny) = alerts 
且 满 足 
plg HN SEN) = У) (е0) ,А(иѕ,ш) fCs)) 


= У) (g0), Ast) f(s)) 


> (PG 0 XM g(t) ,Xs) f(s)) 


| 


(P(u)(g+ N,), (f +N,)), fag € F. 
于 是 P, 可 闭 , 即 对 f, € F,# 

fn + Noll? =l q СА, f.) 一 ~0， 
及 


q Sa = Sas fa Fund = D Sa == pnt N.a f, = f, Р Os 
则 有 
q. СРР) = Pa fa + N, , f, + N.) — 0,u € S. 
于 是 由 @ 知 A 有 一 个 闭 扩张 (K,x,R). 再 由 有 
(plw (g + N,),(f + N.)) = (a(u)g + N aD f + N,) 


qlalu)g,alu) f) 


q. (g. f) 
(zGu)(g+ N,),xz(u)(f + N.)),f,g € F 
因此 若 @ 成 立 , 则 х\н) 是 有 界 的 ,wxwE S. 即 (K,x,R) 是 A 的 有 界 扩张 . 


\ 


8 9.4 应 用 


作为 上 一 节 定 理 的 应 用 给 出 两 个 定理 . 其 中 一 个 是 具有 明确 物理 背景 的 结果 ，, 即 
215 


Wm Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 


Pontrjagin 空间 上 量子 力学 的 基本 定理 . 


定理 9.3 令 S 是 一 个 半 群 ,A:SX5S 一 >L JE CPD 函数 .车 存在 一 个 函数 d:S 一 >S 
满足 : 


(y,A(us sux) = Cy, ACs,d(u)t)r) ,St Є 5,х,у Є П, 


则 (DA 有 一 个 闭 的 扩张 ; 
(DA 有 有 界 扩 张 当 且 仅 当 存在 一 个 x Xx 上 实 函 数 b K S 上 的 函数 C 满足 


c(s,t) < cls) ec(t).s,t € S, 


| Cy, ACs t)r) |< blr, y) + cls) ccE S,zr,y Є ||. 
证 明 (1) иЄ S,f.g € F. 今 d(wu)t = t ,结合 定理 条 件 有 


а. (6.7) = У) Cet), Alus ut) fs)) 


У) (е0) ,Als, du)t) fGs)) 


| 


(a(d(uw)g(t),Als,t) f(s)) 


\ 


q(a(d(u))g, f). 
由 推论 8 及 正定 型 的 Schwarz 不 等 式 有 
| glatwe,atar~ | = |a, са 
=|q(a(d(u))g, f) | 


q | (a(d(u))g, f) 


< 
<| q 1 adu gald uD? | q | (f, Р. 
对 每 个 xE S, fig € ЕУ. НИЛ ERP u RM а (и) 得 
| q(a(d(u))g,a(d(u)) f) | 
<| q| (ald(d(u)))g,a(d(d(@uw))) в)? |q| Cf, yz. 
由 此 及 N, = Nia. 便 可 作 映 射 


P(u):F/N, —~F/N,,; 
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PCoaCF 二 N) = a(d(u))f + N,, f € F. 
显然 Plu) 是 线性 的 ,并 且 有 


qulgsf) = q(a(d(u))g, f) 


(Plu) (+ М), + М). fag € F. 


再 由 定理 9. 2(1) 的 证 明 过 程 知 A 有 闭 扩张 . 
(2) 必要 性 : 若 (K ,x,R) 是 A 的 一 个 有 界 扩 张 , 则 对 zx,y e lse ESH 


| Cy, ACs,t)x) | 
= | (л) Ry .x(s) Rx) | 
<at> [xo |+ Ry > [кгс]. 


WL Р(х,у) = |К |. ку |, х,у € П, COs) = |505) |,5 6 5 Ва. 
充分 性 : 设 函 数 0,c 是 存在 的 . 令 Pu) Æ Pa) 的 扩张 ,weE 5. A Pu) Њ Е/М, SUE, 


所 以 F/N, 包含 在 C” (P(u)) 中 .由 Е/М, Е №, 知 F/N, ЕС (Ри). 由 推论 8,A 是 
半 群 同 态 ,有 


P(u)"(f+N,) 


\ 


(a(d(u)))"f + N, 
=a(dGo")f +N, f € Fyn = 1,2,-, 
FAX f € Fon = 1,2,… 有 
|P сиу” f М, |2 = Pad" CfA Na+ Ри) СР NO, f, + N.) 
= (P (f, + N.) , f, + N,) 
= (a(d(u))” f,+ Nys fit N.) 


= q(a(d(u))” fy. fy) 


grt 


= WC D, ACG) aldu)" Ff.) Gs) 


n+l 


= VF DAU)” х) f, (9) 


< >)50/. (5), fa GO)e(d(u))7” cls) + са). 
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于 是 

liminf |P D” i+ NON <c(d(w)). 
同 理 有 

liminf |P сю” (f+ N.) |? ° < cd). 
于 是 A 有 有 界 扩张 . 


下 面 给 出 Pontrjagin 空间 上 量子 力学 的 一 个 基本 定理 . 
定理 9.4 令 S 是 一 个 半 群 ,K 是 一 个 Pontrjagin 25 [8]. c:S—> ВОК) 是 半 群 同 态 , 且 
令 M 是 开 的 在 r(x) 5 т (и) ` ra) 下 不 变 的 子 空间 ,wxE S,g 是 M 上 条 件 正 定型 , 且 满 足 : 


q(t(u) ,tu)y) = (х.т (и) `т(и) у), х,у € М,и € S, 


K q(z,z) < с Dx 上 ,对 所 有 x € Me 二 0, 则 存在 一 个 半 群 同 态 r:S —> ВОМ, ) де 


(1)xzM(u)(z=+ N,) = т(и) х + №, ,и € S,<x € M; 
(2) [хи |< [тс 1, € S. 
证 明 (1) 对 于 固定 的 u E S, 由 g 与 + 的 性 质 及 正定 型 1g| 的 Schwarz 不 等 式 有 : 
q(t(u х,т(и) у) 
= q(z,z(u) 'r(u)y) 
<| q | rr’ (и)тби)у) 
<lq| (xox)? J| q | Cr Ои) би) узт" (и) (и) у)? , х,у € М. 
由 于 N, = Ni ,因此 
rula + МӘ = rw rt NrEM 
有 意义 ,并 且 定 义 了 一 个 线性 映射 
T:M/N, 一 ~ М/М,. 
这 样 , 若 z,yE M, 则 有 


(T(z N,),T(y+ N,)) = q(<(u)=z,z(u)y) 


dCzyr (u)r(u)y) 
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= (х + №, т" (и)т(и)у+ N,). 


因此 工 的 定义 域 包含 在 工 ” 的 定义 域 中 ,并 且 有 
т’ (и)т(и) (= + N,) = т" (и)т(и)у+ №,,х Є M. 
RH т^ (и)т(и) 是 条 件 正定 且 在 M, 中 稠密 的 算 子 ,并 且 有 


(Tia +N, Ty +N,)) = (=< + N,,;z* (u)r(u)(y + N,)) х € M. 


A P = r' (urlu), P E: P 的 扩张 , 则 M/N, ТЕС” (CP) 中 稠密 .车 zx = arta € M,N 


有 
|P” (ai + N,) |2" = (Р (i+ NO В Crt N.) 27 
= q ((r" rw) re lr Cu) ru) r) 
<<= rer |" 
< Ce? |=, |D?” 6 lew |. 
于 是 有 


170+ NO |< 16 1 le +N, |, є M. 


Ak T Bn] L КЫ M, 上 的 有 界线 性 算 子 x(w). 显然 满足 条 件 (1) 与 (2). 
最 后 ,由 z+ 是 半 群 同 态 , 知 对 每 个 € S, 映 射 x 一 ~r(x) 也 是 半 群 同 态 . 
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810.1 文献 索引 与 评注 


第 一 章 Ропігјаріп 空间 上 算 子 代数 的 基本 概念 与 进展 


本 章 简要 介绍 Pontrjagin 空间 ]] 的 概念 、 正 规 分 解 、 零 性 子 空间 ;介绍 [1 空间 上 的 算 
子 及 算 子 代数 有 关 概 念 、 对 称 算 子 代数 、JVN- RÉ JC - 代数 的 概念 ;介绍 [| 空间 上 的 算 
子 代 数 分 类 的 有 关 结 果 , 以 及 交换 算 子 代 数 、 非 退化 算 子 代数 等 有 关 结 果 . 

由 于 本 章 不 属于 本 书 重点 内 容 , 因 此 这 里 只 给 出 结论 ,上 略 去 证 明 , 读 者 可 以 在 相应 的 参 
考 文献 中 找到 证 明 . 

$ 1. 1 Pontrjagin 空间 及 其 算 子 基本 概念 

本 节 内 容 参 考 了 文献 [2][5]. 

Š 1.2 算 子 代数 的 基本 概念 

本 节 内 容 参 考 了 文献 [2][L52 ~ 55J[69 ][ 70 J. 

§ 1.3 JVN- 代数 与 JC*- 代数 

本 节 内 容 参 考 了 文献 [17][52 ~ 54]. 

Š 1.4 一 般 算 子 代数 

本 节 开 始 关于 算 子 代数 的 简约 是 作者 给 出 的 . ||, 空间 上 算 子 代数 的 分 类 及 各 类 算 子 代 
数 形式 的 内 容 出 自 文献 [16j, 属 于 Shulman, 但 未 发 表 证 明 . 

$ 1.5 交换 代数 的 结构 

本 节 内 容 出 自 文献 [11 ~ 14j, 属 于 属于 Naimark. 

$1.6 投影 VN 化 与 C” 化 结构 

本 节 内 容 出 自 文 献 L53][54] ,属于 童 裕 孙 . 

$ 1.7 非 退化 代数 的 结构 

本 节 内 容 出 自 文 献 L17], 属 于 属于 Liberzon 和 Shulman, 

Š 1.8 稠密 性 定理 与 约 化 代数 

本 节 内 容 出 自 文 献 L51jL52jL55], 属 于 童 裕 孙 . 

$ 1.9 二 次 交换 性 

本 节 内 容 出 自 文献 [21]. 
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第 二 章 。” 算 子 代数 的 对 称 理想 与 非 对 称 理想 


本 章 首先 给 出 一 组 Shulman 意义 下 的 六 类 算 子 代数 ,然后 证 明了 非 退 化 的 JC" -代数 和 
韭 退化 的 JVN- 代数 的 理想 必 是 对 称 的 . 对 一 般 的 JC" - 代数 给 出 两 种 对 称 的 理想 和 两 种 非 
对 称 的 理想 . 说 明了 由 空间 上 JVN- 代 数 除了 第 三 类 代数 外 无 非 对 称 理想 . 最 后 构造 两 个 关 
T IC™ - 代数 理想 对 称 性 的 例子 . 

本 章 全 部 内 容 属于 作者 . 

S2.1 1, 空间 上 的 一 组 算 子 代数 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [65J[L69j[L70j. 

Š 2. 2 对 称 理想 与 非 对 称 理想 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [70J[71]. 

$ 2. 3 RF Ws ie Я 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文 献 L66]L70]. 

$ 2. 4 两 个 理想 

1. -An -4 和 的 结构 

2. AL WE 

本 节 中 两 类 理想 的 概念 是 作者 给 出 的 ,结果 属于 作者 ,出 自 文献 L[66jL70 1]. 

$ 2.5 JVN- 代数 与 JC" -代数 的 理想 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [61][L66]. 

$ 2.6 算 子 代数 理想 对 称 性 的 条 件 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文 献 L61jL66]L70]. 


第 三 章 á 算 子 代数 的 分 类 与 形式 


本 章 利 用 算 子 代 数 的 对 称 理想 和 非 对 称 理想 给 出 I] 空间 上 一 般 对 称 算 子 代数 的 分 类 
定义 .将 上 空间 上 一 般 算 子 代数 分 为 六 类 ,通过 研究 分 类 概念 中 对 称 与 非 对 称 理想 的 性 质 
与 表示 ,给 出 各 类 算 子 代 数 的 形式 ,并 给 出 各 类 算 子 代数 闭 性 的 等 价 条 件 . 最 后 给 出 若干 情 
形 的 算 子 代数 的 例子 . 

本 章 全 部 内 容 属于 作者 ,个别 内 容 属 于 作者 及 合作 者 . 

$ 3. 1 算 子 代数 分 类 的 定义 

本 节 内 容 属于 作者 , 算 子 代数 的 分 类 概念 是 作者 给 出 的 ,出 自 文献 L69j[L70]. 

Š 3.2 А 
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本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 L69][70j]. 

$ 3. 3 一 些 引 理 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [69][70][L72]. 
$ 3.4 各 类 算 子 代数 的 形式 

1. 0 类 算 子 代数 

2. 工 类 算 子 代数 

3. П. 类 算 子 代数 

4. 1, KAFRA 

5. Ш, 类 算 子 代数 

6. Ш„ 类 算 子 代数 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [66]j[L69]L70]. 
83.5 各 类 算 子 代数 闭 性 的 等 价 条 件 

本 节 内 容 属于 作者 及 合作 者 ,出 自 文献 [66jL69j[L70]. 
$ 3. 6 一 些 子 代数 的 情况 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 L66j[L69jL701]. 


第 四 章 “” 算 子 代数 的 其 他 形式 及 弱 闭 .一 致 闭 等 价 条 件 


本 章 给 出 [空间 上 第 一 类 算 子 代数 的 另 一 种 形式 ,并 给 出 一 组 Shulman 意义 下 一 组 算 
子 代 数 是 弱 闭 和 一 致 闭 的 等 价 条 件 . 
本 章 全 部 内 容 属 于 作者 ,个别 内 容 属 于 作者 及 合作 者 . 
§ 4. 1 引言 
本 节 内 容 主 要 参考 了 Shulman 的 文献 [16]. 
Š$ 4. 2 一 类 特殊 映射 的 构造 
本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 L69jL70]L74]. 
$ 4. 3 拟 向 量 性 质 
本 市 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 L69jL70jL74]jL75]. 
8 4.4 第 一 类 算 子 代数 的 形式 
本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [69][70J[74j[75]. 
84.5 ||, 空间 上 一 个 算 子 代数 
本 节 定 理 4. 2 属于 作者 与 合作 者 ,其余 内 容 属 于 作者 .本 节 内 容 是 首次 发 表 . 
Š 4.6 弱 闭 .一 致 闭 等 价 条 件 
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本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文 献 L65]L69 J. 
SAB ” 算 子 代数 的 C* -等 价 性 


本 章 考 虑 一 组 Shulman 意义 下 一 般 对 称 算 子 代数 的 C ` - 等 价 性 问题 ,以 及 商 代数 的 
C -等 价 性 ,对 称 性 与 非 对 称 性 的 理想 , 算 子 代数 的 交换 性 . 

本 章 全 部 内 容 属于 作者 . 

$ 5. 1 WERK C - 等 价 的 条 件 与 C ` - 等 价 的 理想 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 L69]L70]. 

Š 5. 2 理想 的 对 称 性 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 L711. 

$ 5. 3 商 代 数 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 L69]L711. 

$ 5.4 交换 性 条 件 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [69][70j[71]. 


第 六 章 ” 算 子 代数 的 导 子 与 不 变 子 空间 


本 章 首 先 提出 算 子 代数 内 导 子 是 一 个 西 等 价 不 变 的 概念 , 借 此 给 出 I] 空间 上 非 退 化 
JVN- 代数 的 导 子 是 内 的 等 价 条 件 . 对 ]]! 空间 上 一 般 算 子 代数 说 明了 第 0、[。 和 HI, Ж 
JVN- 代数 的 导 子 必 是 内 的 . 通过 例子 说 明 第 Т.П, 和 Ш, 类 JVN- 代数 的 导 子 一 般 不 是 内 
的 . 最 后 讨论 了 算 子 代数 的 不 变 子 空间 问题 . 

本 章 全 部 内 容 属 于 作者 ,个别 内 容 属于 作者 及 合作 者 . 

Š$ 6.1 内 导 子 的 等 价 条 件 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文 献 L62]j[L69]. 

$ 6.2 导 子 的 若干 例子 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [62J[L69]. 

86.3 各 类 代数 导 子 的 情况 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文 献 L[62j[L69 J. 

$ 6.4 算 子 代数 的 不 变 子 空间 

1. 引言 

2. 不 变 子 空间 条 件 

з. ASA 的 公共 不 变 子 空间 
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本 节 内 容 属于 作者 及 合作 者 ,出自 文献 L69jL70]L76]. 
Š 6. 5 不 变 子 空间 偶 对 
本 节 内 容 属于 作者 及 合作 者 ,出自 文 献 L69jL76]. 


第 七 章 ” 算 子 代数 的 抽象 定义 


本 章 给 出 JC"- 代数 的 抽象 定义 ,提出 SC"- 代 数 概念 ,证 明 一 个 Banach * -代数 是 SC * - 
代数 及 抽象 的 JC" -代数 的 等 价 条 件 ,并 给 出 SC* -代数 是 [[ 型 的 条 件 . 最 后 在 [|; 空间 上 的 
SC* -代数 中 构造 一 族 三- 有 限 正 线性 泛 函 的 例子 . 

本 章 全 部 内 容 属 于 作者 ,个 别 内 容 属 于 作者 及 合作 者 . 

§ 7.1 JC -代数 的 抽象 定义 

本 节 内 容 属于 作者 及 合作 者 ,出 自 文献 [70]L73]. 

§ 7.2 SC -代数 是 [型 的 条 件 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [70][73]. 

Š 7. 3 一 个 例子 
本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文 献 L[70]L73]. 


第 八 章 Ропігјаріп 空间 上 的 算 子 代数 理论 的 应 用 


ZEEL 空间 的 正则 分 解 和 正规 分 解 下 给 出 算 子 的 表示 形式 ,讨论 了 [[L 空间 上 算 子 
的 交换 性 问题 ,给 出 若干 交换 性 定理 ,给 出 算 子 表示 的 运算 及 算 子 范 数 不 等 式 . 
本 章 全 部 内 容 属于 作者 ,个别 内 容 属于 作者 及 合作 者 . 
Š 8. 1 在 算 子 交换 性 方面 的 应 用 
1. 例子 
2. 算 子 的 表示 
3. 交换 性 定理 及 其 证 明 
本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文 献 L64jL69jL70]. 
Š 8. 2 Putnam-Fuglede 定理 的 另 一 种 情况 
1. 引言 
2. 几 个 引 理 
3. 例子 
4. 定理 及 其 证 明 
本 节 内 容 属 于 作者 及 合作 者 ,出自 文献 L64][69][L70]. 
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Š 8.3 不 等 式 中 的 应 用 

本 节 内 容 属 于 作者 及 合作 者 ,出 自 文献 [70]. 
$ 8.4 算 子 三 角 分 解 及 应 用 

本 节 内 容 属 于 作者 ,出 自 文献 [70][71]. 


第 九 章 条件 正定 与 扩张 


本 章 首 先 讨论 条 件 正 定型 与 扩张 问题 ,得 到 了 Pontrjagin 空间 上 对 称 算 子 的 扩张 定理 . 
其 次 讨论 半 群 上 条 件 正定 函数 的 扩张 问题 ,得 到 了 一 个 扩张 定理 . 作为 应 用 ,讨论 了 半 群 上 
条 件 正定 函数 的 闭 扩张 与 有 界 扩张 问题 ,并 证 明了 Pontrjagin 空间 上 量子 力学 的 一 个 基本 
定理 . 

本 章 全 部 内 容 属 于 作者 . 

§ 9.1 引言 

本 节 内 容 主要 参考 了 文献 [48][49][50][60]. 

$ 9.2 条 件 正 定型 与 扩张 定理 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 [63]. 

$ 9.3 半 群 上 条 件 正 定 函 数 与 扩张 定理 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 [63][67]. 

§ 9.4 应 用 

本 节 内 容 属于 作者 ,出 自 文献 [63][67]. 


10. 2 进一步 研究 的 问题 


问题 1. 算 子 代数 分 类 问题 

本 书 是 利用 算 子 代数 的 一 类 对 称 理想 和 非 对 称 理想 之 间 的 某 些 包含 关系 给 出 算 子 代数 
的 分 类 ,并 借助 于 这 些 理想 的 性 质 和 形式 给 出 各 类 一 般 算 子 代 数 的 形式 . 

本 书 给 出 的 分 类 概念 和 算 子 代数 的 形式 比较 复杂 ,是 否 还 可 以 进一步 研究 寻找 其 他 的 
分 类 方法 , 按 新 的 分 类 方法 给 出 各 类 算 子 代数 的 形式 . 

问题 2. 算 子 代数 的 导 子 问题 . 


算 子 代数 的 内 导 子 是 研究 算 子 代数 的 重要 工具 ,内 导 子 可 以 在 算 子 代数 中 引入 Lie 结 
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构 , 从 而 有 可 能 用 Lie 的 工具 来 研究 算 子 代数 的 性 质 和 结构 问题 . 通常 Von Neumann 代数 
上 的 导 子 必 是 内 的 .本 书 给 出 Pontrjagin 空间 上 非 退化 JVN- 代数 导 子 是 内 的 充 要 条 件 . 就 
指标 为 1 的 Pontrjagin 空间 上 一 般 JVN- 代数 ,证 明了 第 0、 了 [a 和 Ша 类 代数 上 的 导 子 是 内 
的 ,并 通过 例子 说 明 第 1 QH, 和 了 ,类 代数 上 的 导 子 一 般 不 是 内 的 . 

对 一 般 算 子 代数 内 导 子 的 条 件 问 题 还 有 待 进一步 研究 . 

问题 3. 算 子 的 交换 性 问题 . 

在 经 典 的 弱 闭 算 子 代数 , 即 Hilbert 空间 上 的 Von Neumann 代数 中 ,二 次 交换 定理 成 
Z. 这 一 重要 结论 在 Pontrjagin 空间 上 的 JVN- 代 数 中 是 否 总 是 成 立 , 并 不 明显 . 文 L17] 证 明 
了 在 Pontrjagin 空间 上 非 退 化 的 JVN- 代数 中 类 似 的 二 次 交换 定理 成 立 , 文 [2] 证 明了 
Pontrjagin 空间 上 有 限 个 可 交换 的 自 共 绒 算 子 组 , 当 相 应 于 它们 的 广义 临界 点 的 根子 空间 
都 是 非 退 化 时 ,它们 生成 的 弱 闭 算 子 代数 中 二 次 交换 定理 成 立 ,证 明了 在 可 分 的 指标 为 1 == 
间 上 交换 对 称 算 子 代数 中 二 次 交换 定理 也 成 立 . 本 书 中 证 明 在 Pontrjagin 空间 上 一 般 的 第 
0, Па, Ma 类 JVN- 代数 中 二 次 交换 定理 成 立 . МХЕ 0. Па. Ша 2 ЈУМ- 代数, 推广 了 前 
面 的 结果 . 

对 于 Hilbert 空间 上 的 正规 算 子 A, 任意 有 界线 性 算 子 B, 若 满足 条 件 AB = BA , 则 必 有 
АВ = BA’. 这 一 结论 就 是 熟知 的 Putnan-Fuglede 定理 (以 下 简称 P-F 定理 ). 但 在 
Pontrjagin 空间 上 ,这 一 结论 一 般 不 再 成 立 . 本 书 讨 论 了 在 Pontrjagin 空间 上 P-F 定理 成 立 
的 条 件 .证 明了 当 算 子 A 没有 零 性 不 变 子 空间 时 ,P-F 定理 成 立 ; 当 A 有 零 性 不 变 子 空间 ,而 
B 与 A 无 公共 零 性 不 变 子 空间 时 ,P-F 定 理 也 成 立 .而 A 与 BO 有 公共 零 性 不 变 子 空间 时 ,通过 
构造 例子 说 明 此 时 P-F 定理 一 般 不 成 立 . 对 最 后 一 种 情况 . 就 指标 为 1 的 Pontrjagin 空间 上 
的 算 子 进行 了 讨论 .证 明 当 A 与 B 及 单位 算 子 生成 的 弱 闭 对 称 算 子 代数 属于 第 0, [аяп Ша 
ERAN AF BSA 仍 可 交换 ;而 当 算 子 代数 属于 第 L H, 和 亚 , 类 代数 时 ,通过 例子 说 
明 存 在 算 子 A, 使 得 B 与 A 可 交换 ,但 B 与 A“ 不 可 交换 . 最 后 给 出 当 算 子 代 数 属于 第 工 , H, 
和 Шь 类 代数 时 ,B 与 A” 可 交换 的 充分 条 件 . 

对 一 般 的 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 ,二 次 交换 定理 与 PF 定理 成 立 条 件 是 什么 ,还 没 
有 彻底 解决 ,还 有 待 进 一 步 研究 . 

问题 4. Pontrjagin 空间 上 抽象 的 算 子 代数 问题 . 

本 书 中 给 出 了 Pontrjagin 空间 上 抽象 的 算 子 代数 JC*- 代数 的 定义 ,为 进一步 研究 
Pontrjagin 空间 上 抽象 的 算 子 代数 打下 基础 . 在 此 基础 上 可 以 撤 开 具体 的 Pontrjagin 空间 来 
抽象 地 讨论 这 些 算 子 代数 的 各 种 性 质 ,如 理想 、 分 类 等 深入 研究 的 问题 . 当然 沿 此 方向 研究 
可 以 借助 于 Banach- 代数 以 及 Banach* - 代数 的 工具 进行 研究 . 
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问题 5. Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 的 A(1,3) 性 质问 题 . 

本 书 第 三 章 中 给 出 的 各 类 算 子 代数 的 形式 ,是 在 算 子 代数 具有 A(1,3) 性 质 时 给 出 的 . 
形象 地 说 ,具有 A(1,3) 性 质 的 算 子 代数 ,是 说 明 这 种 代数 在 算 子 相对 于 Pontrjagin 空间 的 
正规 分 解 是 相当 “细碎 ”的 . 我 们 的 问题 是 能 否 给 出 A(1,3) 性 质 的 其 他 等 价 条 件 . 

问题 6. 本 书 在 讨论 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 的 С” - 等 价 性 时 ,是 利用 了 J. Cuntz 的 
方法 得 到 一 些 结果 . Pontrjagin 空间 上 关于 算 子 代数 的 C*- 等 价 性 问题 还 有 待 进一步 研究 . 
有 三 种 方式 研究 С" - 等 价 性 问题 ; 

1. 是 研究 在 具体 Pontrjagin 空间 上 的 算 子 代数 的 С" - 等 价 性 条 件 问题 . 该 种 途径 需要 
借助 Pontrjagin 空间 的 各 种 分 解 的 结构 性 质 . 

2. 在 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 分 类 的 基础 上 ,研究 某 些 类 算 子 代数 的 С" 等 价 性 条 
件 问 题 . 该 种 途径 需要 借助 Pontrjagin 空间 上 算 子 代数 分 类 的 结果 . 当然 算 子 代数 分 类 可 以 
有 不 同 的 分 类 方法 和 不 同 的 分 类 结果 . 可 以 考虑 哪些 类 算 子 代数 是 C* - 等 价 的 ,哪些 类 不 
C -等 价 的 . 

з. 本 书 的 第 七 章 给 出 抽象 的 JC"- 代数 的 概念 . 因此 可 以 撤 开 具体 的 Pontrjagin 空间 ， 
在 抽象 的 JC* - 代数 中 考虑 C*- 等 价 性 条 件 问 题 . 沿 着 这 种 途径 研究 需要 Banach- 代数 、 
Banach’ -代数 以 及 C*- 代 数 的 工具 和 方法 . 
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